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��"�������� ����"�	
� ��	�������� � ���

0�����	���� � ���	�����	� ������� ������ 	� ������
�%�
����1������
� � 	� ������	� � 2����� �'� �	��	�� 	 	�������!
����� ������	� �"�	�� ������ �����	������ ����������� ����!
��� )������� ������ ������	� ��%'��� ���� � ������ ���	�����%�
����������	��� ������� ����� /..�����	 ��� �����
� ��� � ������ 
����	� ����	����%�.���� ������	����� ������ � �.�������� � (��!
��� � ��� � ���� ������ ������ ������	�� ������� ��������� ���%�!
	��� ����� ��� � ���� ��� ����	�� ���� ��� 	��������	� ������	
�
�� ���� .����� ������ ��� .������ ����� 	��������
 ����� ����	
�
������������ ������� ����
�%'�� ����������	�� ������ � ������
.����
�

2������� ��� ����� ����	�� ���� � �	������	� �����	� ������!
������ �
����� ����������� ������3 ����� � �����% ������� 	��	

�������� �		�� � �� ������� � ������ ���	������ �������		�
���� 4���� ����� 	��������
 �		�� �����������%'�� ������� ���!
����� � ������	���� �����%������

�� �������	� 
���	� + ����'�% ������������� ���������!
	�� ����	�� 	��	�!���	������ ���� �������� � ����	�% ����!
������� ����� ����%'� �� �� ������%� 5�� ����	�� ������������
��� ��������%��� �����%'�� ��	��	
� �����
 �������3 	������!
����� ��.������� � �����		
��

6�� ���������	�� ����������	�
 ������ ����	�� ���� ������
�
����� � ����'�% .������ ( ���	����� ���� ����������� ���
������� � ����	�� ������ ��� ������������ ��� ��	�"�	��	�	
�
���	�	� � ��..���	"���	
� ���	�	� � �� ��� �� ���������	�� ��!
����	
� �� ���� �������� ������� ���� �������� � "���� 4 �����!
	�%� 	 ������� /�� �
��� �������	� ������

��������	�� ����� �������%� � ���� ������ �"�	��� ������� ��!
���� ������	
� 2�	��	� ���� /��� ������� ������� � ���� ��� ����!
	�� 	������� ����� �������������� �������	� � )������� ��� 	���!
��	�� ���	� ���	�	�� f(x) = 0 �������� ��.�� .�	�"�� y = f(x) �
����� ��������	�� �������� � ���� ������� � �	
	� ������ �������



�� ��������

��������	�� 
���� 
���� ���
������� �� ��������� ����������
����������� 	 �������� 	������ ����
 ���������� � ��
���� �������
��� 
����� 

!������
 ������
����
 �� ������� ������� 
���
������	�� ����
� ��������� ���
� �������� ��������� ��	
��� ����������� ������ ���
����� ����� 	 ���������� 	�������� ����� ����
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%����	��
 ������ ������� ��������� 
����� �� ����������	�� 
&��������� ��������� 
���� ��������� �������� ���� ������������
������� ����� &��������� ��� ������ ��������� �������� ���� �����
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%�����
 ������ ������� �� ���
��� %� ���
���
 ����� '�� ��������
���	�
� �������( 
���� ����������������� 	�	 ��
������ ��	�� ���
����� ��� ��
������ ����
���� g � ��������� �������" v0� h0 )���
� 
���� ������ ����� ��������� �� F (t) �
��� ������" �� '������

��� F = const(� �� 
���� �������� ����������	�� �������� ���������
��� ����� *�� ������� ���� ���	� ���������� �� ���
�� ������
����
�� ��
������ ����
����� � ��������� ������" )��� �� ��������� ��
F (t) ��������� ������� �� ����� ������ ����� 
���� ������ ����	� ����
����� %�� $��
 �
���� ����" ���
��� ������� � ���������� �������
���� �������� �������� v � h �� ��	������� ������ 
�
����� ���
��
�� t ��� 	��	������ ��������� g� m� v0� h0 +�� ��������� �������
��� ����� ��������� ����
����� � '���( ����� ��������� ��������
�������
� �������� ����" ������ +�� ������� ������
���� �������
�� ����
����� � ��������� ������" �������
� ������� ����� �������� 
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������� ����� �  ���� � ������	�
 ����
 1)�

!�� �����
��� ������
�� ����" ����� �����������#����� ��������� ��$
�� ������������
� ��� ��������
 ����� ����
 ���������
 ��% � ����
�$
��� �������� ���������
��� &
��� ������
��� ' ����������" �����$


���" ��� "������� ������ ����� ������ �
����
�� ( ��
�� ����
� 2)�
�
� ��������
 �����
����
 ����� ������ ��"���)���� �������� � �����$
���� �
 −2 · 109 �� 2 · 109�

*�� ��%���� ��	���$
�"�������" ����� � �������� ������	�
�� ��+$
�
��
����� ���)��
������� ������ ' �����
���" ��� �����
�����
��
�  ���� � ������)�+ 
����+� ,���
����� ����� D � &
�+  ���� ������
����
 ��� D = ±m · 10n� ��� m � n- ���
��
�
����� �������� ����� �
��� �������� .�������� �����−273.9 ����� ������
 � ����/−2739 ·10−1�
−2.739 · 102� −0.2739 · 103� *�������� ����� - ���������������  ����
����� � ������)�+ 
����+� 0���� �������� ���� �����
���
 ���
���	
����� � ���� m = 0. d1d2 . . . dk� 
� ��� d1 �= 0 ���	��� ���������������
����� ����� � ������)�+ 
����+� ' �����+%��� ������ � �����" � ���$
���)�+ 
����+� �	��� ���
 � ���	 ������ &
	  ���	� #������ �� �����
����� � ���� −273.9 �������
��  ����+ ������ � ������������
 ����
�
' ���
��)�� ����� 
���� �����
������� ������	�
�� � �����
���"� ���
�������� 
���� �� &
��� ����� � ������ ������

'�� ��������� ��%� � �����" � ������)�+ 
����+ �������
�����
�� �
�� ������ ���������� � ��	��" ���
���" ���������� �����A � ���
��� ����$
����� � ���������� α ����� �����
���
 � ���� A = ±0. a1a2 . . . ak · αn�
��� a1, a2, . . . , ak - ����� ����� �� ��������� 0, . . . , α− 1� 1� &
�+ ������
����	�
� �
� ���������
�� ��+�
��
����" ������ � ��
���� ������	�


1) � �������	
�	� ������ ����� � ������� 
��� ��� �����
��� ������ 
����
�������� �
���� � �� ������� ���� �������
�� ������� � � ����������������
��� �������� �� ������� ��	���

2) ���� � ����� ��� ���������� ����������� ���� ����� ������ � ���
�� ���!�� ����� "����� �������������	� �������� �	� ���� ���	 �� ����
����������� #���	 $%&'(�



�� ��� �� �����	
� ���	��
������� ��	�������
�

��������	
 ��������� �� �������� ���������	�� ��� ������� � �������
������ ����������� k� � ����� ��������� ������� n1� n2 �n1 � n � n2 !
"���� �������� ��� #�� ������������ ��������

N = 2(α− 1)(n2 − n1 + 1)αk−1 + 1 ��!� 

������ ������$�� � ������$�� �� ���%�� �������� ��������������
�����

M0 = (α− 1)αn1−1 � M∞ = (1 − α−k)αn2 , ��!& 

���	����	� �������� ���	� � ������
� �	�
�	��
���!
'�����	 ������� n1� n2 ���������� ������������� ��
��������	(

����� �� ��������� � ���������� k ) ����������� ������������� �(
�� ������� �������
 ���! *�������� � ��%��� ��������	( ����� ��� ���
�	��(��������� ������������� ��� ��������� ��(���+���� � ������%���
(0.28505, 0.28515)� �������������� ������ 0.2851 ���� �	�������� ���%��
����� ! ,��� � #���% ����% 0.2851 �������� ������ ���$�� �� ���%��
�������	 ������	 ���������� ������� ��! �! ���$�� �� ���%�� 0.00005 �
� ���%����� ���%����� �� �� ����� ����� 0.2851!

- ������+�� ����� ���$������ �������������
 ����������� � ���

������ �������������� ��������� ./// 012 1) ��� ���3���������( ����
����
 ��� ������	�� ������� � ������+�
 �����
! 4���	
 �������� ����
�%���������� �������� � ���������� ��%( ������	( �α = 2 3��������
� ��������
 �������� � � ���
��
 ��������! 5������� ��� #��( 3�����
��� ������ ��������
 ������� �������� k� n1� n2 � ����������	� ��������
M0 � M∞! 6������� ��� �������� ./// 012 ����%���������� ��������%
������ ���$�( �� ���%�� M0� �� �� ���$�( M∗

0 � ������� � ���$�

����������� k!

�������� �	
�� k n1 n2 M0 M∗
0 M∞

���	��	� 4 24 −125 128 1.2 · 10−38 1.4 · 10−45 3.4 · 1038

���
�	� 8 53 −1021 1024 2.2 · 10−308 4.9 · 10−324 1.8 · 10308

5������% ��� �������� ����� %�����
 �������� ���������� �������
���������� ��������� ������ � ���� ������� ��������	� �������� �����
������%�� %�������� �������� ���������� k! "���� ������� ��� k �����
������%�� � 7 8 ��������	� �������� ��� ��������
 � �17�0 �������� ���
���
��
 ��������!

- ���������	( ��	��( ���������������� ����%�������	 ���	 ����
�	( ��� ������������� ��+�������	( ����� � ��������
 � ���
��

��������! *�������� � ��	�� 9� #�� ���	 :;<= � >;?@AB� � ��	�� 5��
���� ) CDEFAB � >;?@AB� � ��	�� G������ ) HB<A � >;?@AB IHBJDCD;E! K�	���
#�� ������������� ����������%�� ��������% ./// 012!

1) ���� � �������� ��������� �� �������������� � ����������� �� !"#
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���
 ���� ��

����� �	
����� �������
 ��
�
��� � 
�	��������� ����������
�������������� ������  �
�� �������� 
�	�������� ����� �������� �!
"
�#������

�� ������	 
���	������ $�������� ��� ���� �"
�#������ %
�	��������� ����������������������	
 ���������� ������
�"� �����

���� 
������� ����� �"� �������� ��������� � 
�	�������� �������!
��� ��������� � 
��������� ���������� ��� ����
����� �����������	

����������% &�� ����#���� �	�������� �"
�#����� � 
�	�������!
�� �������� ������
����� �	
����� ���� a % 
�	�������� �������� ����� x� �� ��
�!

����� ��� �	�������� � ������������� �"
�#������ ���#���� �������!
������� � ����

Δx = x− a, δx = Δx/a.

' ���������� �������� �������� �������� x �	���� ����������� (�!
&���� 
��������� ��
������ ��� �"
�#������ 
��������� �� ��"��
	��� ������������ )������ ��#� 
�	�������� �������� a � ����� ���!
�� �"� ��������� ���������� Δa� �����*���� ��
���� �+����� ������
�	�������� �"
�#������ �� �� |Δx| � Δa� , �������#�� �������� Δa

��������� � �������� �	�������� �"
�#����� 
�	�������"� ����� a�
, &��� ������ �������� �������� x ��������� � ����
���� (a−Δa, a+Δa)�
-�� 
�	�������"� ������ ��������"� � 
��������� ��
�"������

�	�������� �"
�#����� Δa 
��������� 
����� ������� �����+� �!
������"� 
��
��� ������ .�
���
� �������� a = 0.734 ��"�� 	��� ���!
���� ��
�"������ ����� 0.73441� 0.73353 � �
� (
� &��� |Δx| � 0.0005�
� ���"���Δa = 0.0005� /��� 
� ����������� �� �������
� ��
�"�����
�� 
����������� � +�0
�� ������*�� �� 
��
����� ����� ��#���� ��	
�!
��������� �� ����������� ��������� �"
�#����� 
��������� ���������
��
�+�� � ��� 
��� 	���#� � �
������� �� ������� ��
�"������
(
������ 
���
� �+���� �	�������� �"
�#����� 
� ������
��

��������� 
�	�������� �������� a1

a 51.7 −0.0031 16 16.00

Δa 0.05 0.00005 0.5 0.005

(
�������� �������� ������������� �"
�#����� % ����#���� 
�!
������� �	�������� �"
�#����� � �	�������� �������� 
�	�������"�
�����1

δa = Δa/|a|.
.�
���
� δ(−2.3) = 0.05/2.3 ≈ 0.022 22.2 %3� 4������� ��� �"
�#�����
��
�"������ ���"�� � ���
��� ����������� , ������ ������ δ(−2.3) ≈ 0.03�
(
��������� �+���� �"
�#������ 
�	�������� ����� �
���������

���� � ����� &��� ����� ��� �����*�� +�0
� ��
���� .������� ��� ��	�
�	���� ���	�� ��������� ��� +�0
� �����"� ������ ������� � �
���
��������� +�0
�� .�
���
� � ����� 0.037 ��� �����*�� +�0
�1 3 � 7�
� ���� ����	
� ��� ������
��



�� ��� �� �����	
� ���	��
������� ��	�������
�

� � ����	 14.80 ��	 �	
��	 ���� �������	� ����	 
���� ��� ���	�	�
��� ����� ������ ����� �������	�� ��� ������ � ����	 � �������	�

������ ����� �������� ��� �	  ��!�� �	�"
#�"� 
� 	� �$!�� ��%�� �
#
��������#���
# ��	�%���������� &�����	�� ������ 7500 = 0.7500 · 104

� 0.110 · 102 = 11.0 ��������#��	� � ������ 7500 = 0.75 · 104 � 0.110 ·
· 102 = 11 �	��������#��	�

�� ������	
 �� ��	��	������	 �	����	� '����$���$	� ����
���� �	��� ��	 	�#��� ����	(���
	� ��� ������	��� ��	���� �� 
���%��!	����� ��������

)�� ���!	��� ��� ����
���� ���	� �� �%����
��	 ����	(���
� �����
 ����
�"� )�� $���!	��� ���  	�	��� ���	�  �$� ��  �$�� �� �
�����

	�#��	 ����	(���
� ���� ����
�"� )�� ����	 	��� � �
	�	�# ���%���
!	����� ����� 	�� �
����
	�#��" ����	(���
# $���!�	
�" �� ������
	�#
�
	�	���

*�" ��$��"  �$� ���%��!	���� ���	� a � b +
� ������� ��!�� �����
��
# � �� 	 ����$�

Δ(a± b) = Δa+ Δb, δ(a · b) = δa+ δb,

δ(a/b) = δa+ δb, δ(ak) = kδa.
���,�

-
����
	�#��" ����	(���
# �$��� ����!�
	�#��� �����	��� ������
�	�� �	! $ ���%��#(�� � ����	�#(�� ����	��"�� �
����
	�#��� ���
��	(���
	� +
�� �����	���� *	��
��
	�#��� �$�
# a > 0� b > 0� m =
= min(δa, δb)�M = max(δa, δb)� .�� �

δ(a+ b) =
Δ(a+ b)
a+ b

=
Δa+ Δb
a+ b

=
aδa+ bδb

a+ b
� aM + bM

a+ b
= M.

/���������� δ(a + b) � m� &� ����
��	  �" �	��� ����	(���
� ������
��	
�" ���%��#(		 ����	��	M �

) � � � 	 � �� &��
� �
����
	�#�$� ����	(���
# �$����

y =

√
a+ b

x3(1 − x)
.

0����#�$" ����$�� ���,�� ���$��	�

δy =
1
2

[δ(a+ b) + 3δx+ δ(1 − x)] =
1
2

[
Δa+ Δb
|a+ b| + 3

Δx
|x| +

Δx
|1 − x|

]
.

���������	 �
���� ������������ ���������� ������� � ����������
�� ��������� |1 − x|� ���� ��� ��� x ≈ 1 ����� �������� �����
������ ����������� ! �	��  "��� �������� ��������� �����
��������	 ������# �����
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���

δ(a− b) =
Δ(a− b)
|a− b| =

Δa+ Δb
|a− b| .

��� a ≈ b ��� ����������� 	��� ���� ����� ������ ������� 

� � � 	 � � ! ����� a = 2520" b = 2518 # ���	 ������ �	��	 ��$
���%���� ����������� �������� ������ Δa = Δb = 0.5 � �������������
����������� δa ≈ δb = 0.5/2518 ≈ 0.0002 &0.02 %' (������������ ���$
�������� �������� ��
��

δ(a− b) =
0.5 + 0.5

2
= 0.5 (50 %).

)����
�������" ��� 	���� ������������ 
 �������� ������ 	� ��$
������ 
���	� �������� ��������� *������� ����������" ��� ��� ���
��������� ��	������� a � b �� �����+� 
 ��������� �������� �� ��������
	��� �����	��� �������� 0" 1" 2" 3" 4 �����	� ��� ��������+�� 
������$
������� �������	�
 ������� �������� 
�������� ������� �����, ��� 
��$
	������ �������	 ���� 
�����	����� 
� �������� ������ ��������
�� ��������	 ����� 
��������� 

-� ����	�������� ���
�� �������" ��� ��� ������� ��� 
��������
����������� ����� ���������" ����� ��� ����� �������� �������
�	�
�����%���	� �����������	�" � � �������
�	 �����	 �������
 ����� ��$
�������� ����� *����	��" 38.723 + 4.9 = 43.6 , 425.4 − 0.047 = 425.4  
.��� ����������� �������
 �� ��
���� �������� ����������
 ��� �	��$
���� � ������� ����������� ����� ��������
� �����/�� +�0� 
���
$
��
����� �� ���	�����	� �� ��� 

*����� � ���
������	� 
��� �+����	� ������������ ��� 
������$
��� ��������� �����+�� ��� ����������	� �����	� 	��� ��������
����������� �+���� � ��� 
��������� 0���+��" ����	����	� ������� �
$
��%��� ����������� ����� (����� ����� �����	 �����
����� ��/��
���
���" ����
����� �� 
��������� �����/���� &�����������' 0���+��
��� �������� �����/����� &������������' ����	����
 

���������� 	
���� ����� ���������� y = f(x)� �
��� a� �������
������ �������� ���
����� x" Δa 1 ��� �����%���� ����������� 2���$
�%���% ����������� 0���+�� 	��� ������� �� �����/����	" �������
��� ������
��� ��� ��	������ ����	���� �� Δa 3�� �����/���� 	�$
�� ��	����� ��00����+����	4 Δy ≈ dy 5���� ��� �+���� �����%����
����������� ������	 
������� Δy = |f ′(a)|Δa 

2���������� 
������� 	��� �������� ��� 0���+�� ����������
����	����
 *����	��" �+���� �����%���� ����������� 0���+�� u =
= f(x, y, z)" ����������� �������� ����	����
 ������� ����
����
��$
�� a" b" c" �	��� 
��

Δu = |f ′x(x, y, z)|Δa+ |f ′y(x, y, z)|Δb+ |f ′z(x, y, z)|Δc. &� 6'

��
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����� Δa� Δb� Δc 	 
�������� ����������� 
���������� ����������
�
� ����������� �
������� �� ������

δu =
Δu

|f(a, b, c)| .

 ��!����� ����������� ��"�� �����#��
�� �� �����
 �$��%� ����
�������� ����#�����& ���%$�� '�
%�� �������� ��%� ���!��� ���
�
"���� '(�)**� +
������� ��� c = a − b �� ������ '(�,* ���!
�
�� Δc = |c′a|Δa+ |c′b|Δb = Δa+ Δb.
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��� 
�
�# �$��%� �����������& ��� ���
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������� � 
	�� ���
	�	� ���	����� �������� 	���� ���������������
���
	���	 ��!��� ��	�
��	�� "�������� ����������	 ������� �����
��������	���� ��	 ���
	�� ��������# �	�
���# ��������

"�	 ��	�
��	 # � ����$�� ���������� ��	����� ���������	
 ���
�����
�� �� ����� � �����	��������� ���� ���� ����	 ���	�� "�	
������ �����
��		 %�������� ��� ����	
�� 	 ���
	����� � ����������#&
����	��
��� �����	��
��� ����������� ����

δmax = 0.5α1−k, %��'&

��� α ( �������	� �	���� ��	�
��	 � k ( ��
	������ ���� ��� ����	��
� �	�
�� "�	 ������� ���������		 
	��	# ���� ��� )�� �����������
���
	�	����� ������

*�	�
	� �� +����
� %��'& ����	��
���� ����������� �����
��	 
δmax �
 �	��
� ��������
���# � +������# � ��	������ 	 ������� ������
���� ��������� ,--- .'/� 0����1 α = 2 � ���	# �
��� #� �
 ��	������
�������	 k = 24 	 δmax ≈ 6 · 10−8� �
 ������� �������	 k = 53 	
δmax ≈ 10−16�

2������ �� ��� ��� ��	 �����		 ��
��	# ����� ���
� ��� �	

	�
��� 	 ��	

	�� �����3	�� )�� ����� �� �������� ��#��	������� �����
���	 ����������	 ��	 ����� �����
��		 �� �	�
� �����3	�� ��� ��� ��	
����
��# ������	 # ����������	 ����� �������	������ ���� ����� %���
��	���� ��	 �
����		 �	��
 ����# ������&� *����� � ��� 	����� �������
����	 �����
��	� � �������		 � �
�#� �����	������� �
���	���� �����
�	
��� 	����	�� ����
����� * ��
������� � ��������	� ���	� �
���	�

"������ �	��
 	� ����� �	���� ��	�
��	 � ������ ����� �����
��� 	�����	��� ����������	 	���� ����� ��� �������	� ����� �	����
��	�
��	 ��  �
 ��� ���������������	 ������ %����	���� 10 	 2&� 4��
����� ��	����	 � ����� ��� � ����� �	����� ��	�
��	 �	�
� ������	�� 
	���3	���
����

2���	���� �	�
� 0.1 ��	 �������� � ���	���� �	����� ��	�
��	 ��	�
��� �	� 0.000 1100 1100 . . . 5���� �������� � ��� � ����� 0.1 ����� ��	
��	�
��	 # �����	 ������� [0, 1] �� x = 1 �� x = 06 ��� �� ����� ��
����� ������� ������	 x = 0�

�� ��������	� 
����������� "�	 ����������		 ������������
����
������ ��	+���	����	# �����3	� ������
���� ��� ��	���	� �
	��
�	# �	��
 ��	���	� � ���
	���	� �����	��
���� ����������	6 ��)���� �
�
���	���# �
����� 	������� ������# �	���3	�� 7�������	� ����� �����
���� ����	� �
���	� ����� ����� 	������� �����	 �������	 ����	
����
�����	��3	�� ��	�
��	��

"���� �������� ����	 ����� � �	 �����#���� ��# �	��
1 S =
= 0.2764+0.3944+1.475+26.46+1364� 8�
���� ��� )�	 �	�
�� � �����
�����
  ��
������ ����
���� �� �����# �����$	# 3	+�� ��
����� S =
= 1393� 9����� ��	 ��	�
��		 �� ���������� �����
��	� ���	�#��	�



�� ��� �� �����	
� ���	��
������� ��	�������
�

����� ��	
��� ���	���� ���
������� ������� ����� ������������
����
������
� �� ��������� �� ���������� ����� ���� �� ���������
�� � �� �������� �� �� � ����
�� � ����! 0.2764 + 0.3944 = 0.6708�
0.6708 + 1.475 = 2.156� 2.156 + 26.46 = 28.62� 28.62 + 1364 = 1393"
������ S1 = 1393� �� �� ������ ���������� #����� ������ ����
��
��������  ������ ����
����� ���� �����
��������� �� �����
���� �
�������! 1364+26.46 = 1390� 1390+1.475 = 1391� 1391+0.3944 = 1391�
1391+0.2764 = 1391" �
��� ������������� ��������� S2 = 1391� �� �����
�������

$���� ���%���� �������� ����������� ��� ������ ������� �
���
������
� ���� ����� ��� �� ������ �  ������� ���� ����� ���� ��
������
�� ��������� �� ����
�� �� ���� �����
��� ���� &a+b = a��
a� b' � (�� ����� ���� ��	��  ��� ����� ������ �� �� ��������� �� ���
����� �� �������� ��������� �� �������� �� �
����� ���  ���� �����
�� ������� S2� )
��� ��� ��
�� ��
��	������ ������� � ��������
��� � ������� ���	��� ���� ��	�* �����
�� �� ���� � �����������
+������� ��,����� ���� ���������� ��������� ��-������ ����
��
��������� �����%��  �������� � ���� �� ������ �������������
& 
��� �������' �
��� �� ����
� ������������

�� ����� ��
�� �� ���������� ��	�� ����������� ��
� ���� ��
�
�������� ������ 
�� �������� ��������  ��	��� ������������
������������ .������� �� ������� �� ���������� ������� (a+ x)2
������ x ��	�� ��������� ������ ��� ����������� ���	��� a + x �����
���� a &�� x� a'" � /��� ������ ��	�� ������ ������ (a + x)2 = a2 +
+ 2ax + x2 = a(a + 2x) + x2� 0������������ ������ � a �� ��������
�� x� � 2x� 1�� 	� �� x� a ���������� ������ (a+ x)2 − a2� �� %��
����� ����� ������ �� � �
� 2ax+ x2� � �	�� ��� ����� �������
 ���� ������

2�������� �-� �
� ��	��� ����� 3 ����������� ��
�� 
��
�������� ������� ,���%�� )������ �������� �����	��� ,����
% sin x �� �������� ���������!

sin x = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . .

�� ������� 4�� �%� ������� ���
�-����� ���������
��-����� ��
��
�� �� ����������� ����� ��������� ���� ������� �� ��������� ������
�� ������� � �� �������� ������ &�� � �������� ������'�

+����� ������� ,���% sin x ��� x = 0.5236 �30◦�� ��	
� ����
�	
���	 10−4� 
	 ��	� ���������� ������	
�� ����		� � �	������
�	�
��� �
������ �������

sin 0.5236 = 0.5236 − 0.2392 · 10−1 + 0.3279 · 10−3 = 0.500.
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�'��
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��� x = 6.807 �390◦�� 	�
��� ����������� ���
��� sin 6.807 ≈ 0.5167�
	����������� ����������� ��������� ����� ����� 3 % ������� �����
����� ������� 0.01 % �� ������
  �!"��#�� $�� �"%�������� �������
������� ���
�����! � �����"�� �
��������� ��� ����� ������ "��

��� �������� ��������
&� ����� ������� � ��������� �������� ���������!� ' ����

������ ��� ������ ��� ��� x= 25.6563 . . . �1470◦ = 4 · 360◦+30◦� ���
��� 
���� ������ ��� �� 10−8 � ����������( � ������) ���*��� #�+�
��� � ���
����� ��������( ���������! ��
��������� ���� ������
���
����� ���
����� �� ���)*�! �����, sin x ≈ 129�
' �������(� �������
)*�( ��������� ���� ��� ���������� ���

����! +
��#�!� ���
� "��� ������� �������� ���� �� ��������*��
��) ����"��! ������ ��������� -�� ������� �����������! ���
������
�
*�������� 
���������� ���� |x| < 1� .�!����������� ��� ��������
��� xk ���
������ "���)��� �����������

Δ(xk) = xkδ(xk) = xkkδx

���� �/����� ������ ��� ������������ ��������� |x| < 1 ����� ����
����������� "�����!� .�� �����������������( +
��#�! ����� �������
����� +���
�� ����������� "������ ���
 ��
���� "
��� �(������� �
������� [0, 1]� 0�� ���������� 1��������� ��
���� x ����� ��"���
� �
��
 #���! � ���"��! ����! �ex = en+a = en · ea� 0 < a < 1� �
����������� ��������� � ��� ������ ��� ea�  en ��������� 
����
������� -��� �"����� ��� ������#�� ���������! ����� ��������
����� �������� 2��������� ����3� �)*�� �����) ��������� � ���
������� ���� �������� ����������

�� � ������� 	
�������� ���
������ 4� 
"������� � ���� ���
��� ��������� ������� ��� � �����)���� ����������� ����)� ����
��� 2���
���3� ������� ���
� �������� � ������! ������ �������� ���
�
������ ��� ��� � �����*���) ����� 5�����! ���)���#��! � 1���

�������� ���� ������� ������� ���! ������! ����� �� �������
��������� 
������� ax2 + bx + c = 0� 6�� ����� ��������)��� �����
���������

x1 =
−b−√

D

2a
, x2 =

−b+
√
D

2a
, D = b2 − 4ac. �/�7�

8� ���� 1��( +���
� ������ ��� ����� ������� ��� ���"�������! ������
���������� (������ ������� ���"(����� ����� � ���
 ��� ����������
��������
9�������� ������!��! ��
�! a = 0� :���� 
������� ���������

����!���� � ��� �����������! ������ ���� x = −c/b� ���� b �= 0�
0�� a = b = 0 � c �= 0 
������� �� ����� ��������  � ��
�� a =
= b = c = 0 ��� �������� "
��� �)"�� ������ :������ ��� � ������!
��+������ ����� ���
�)��� ����� �
����� �������� 0�1���
 ��1++��
#����� ����� �������� �� � �
����  � ��������! ���! ��������! ε�
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 �"$������ � ��������%
��� �� ����� ������������� D& D > 0 ' ����� �
������
"�(
 )�� )* +,,-
D = 0 ' ����� ����(
& x1 = x2 = −b/(2a)- D < 0 ' ����� ����"
��%

�(
& x1,2 = R± iI � $�
 R = −b/(2a)� I =
√−D/(2a) 

.
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� � ����������� �� �������
��� �
��� ��������
����� �����
��� 
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�� ��$�� ��������
�� b ���	��
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�� ��
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� �� �#��"����� �
"�	��
 ����"�(
 0�� ���� b2 � 4ac
� �������
� �������� �(	������ #"����� 	��
" � 	��"��
"
 ����$� ��
�(���
��� )* +, ��%�� ��$�� 	��

√
D ≈ |b| 

0�"��
��
 ����� �������� ����(�� �����#��� 1�����
�� ��� b > 0
�����"� �"� x2 ����� ��
�#������� �"
������ �#�����&

x2 =
√
D − b

2a

√
D + b√
D + b

= − 2c√
D + b

.

0�� b < 0 ���"�$�	�(� �����#�� ����� ������� �����"� �"� x1 
2�"

 ����
���"�(� �����#�� ��"�
��� ����"������
 ���	
��� sign b

)3���� �
"�	��( b 4,&

sign b =
{

1, b � 0,
−1, b < 0.

)* 5,

6�$�� ���� �� ����
� ���
� #(� �(	��"
� �� �����"


x1 = −b+ sign b · √D
2a

. )* 7,
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 �"� �(	��"
��� ���	
��� �����$� ����� ����� ��"�	�� � ��%
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��
�( 8�
�� 9� �������
��� x1x2 = c/a �"
��
�� 	��

x2 =
c

ax1
. )* :,
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�
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��� ��������
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� ���#
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� 0��D > 0
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��� ������
�
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a, b, c

a = 0

D = b2 − 4ac

D ∼ 0

x1 =x2 =− b

2a

b = 0

x = −c/b

R, I

x1, x2

x = 0

x

D, R, I

x1, x2

x

��� ���� ���� �!��� �������� ������ ����������� ��������

������� �	
��� �	 ��� ����� �	���
� x1 = x2 = 1.5� �	���� ��������
�	���
� ��� �������	 ������ ���� x1 = 1� x2 = 2�
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� � � � � � �� a = 10200	 b = −3 · 10200	 c = 2 · 10−200� 
��� ��
����� ���������� ����������� ������ � ��� ���� ��������	 ��� �����
�������� ��������� ��� ���������� ������������ � ��������� ������

� � � � � � !� a = 10−200	 b = 10200	 c = −10200� 
�� ������� �� 
���������� �� "��������� ������� # ���"�����"�$ �������$ ��������� 
������� � ����� "�%&&�������� ��� x2� # %��� ������ b2 � 4ac	 ��
��� ��������� b2 ���������� ������������� ���������� �$���� ��
%���� ����'��� ��'�� (��� ������� " ������ a = 0 � �( ���������
�����"�� �����$ "�%&&��������

)�"�� �(�����	 ������ ��'� ��"�� ������	 "�" ������� "���������
������� 	 ��"������	 ��� ������������ ���������� ��������� ��'��
(��� ���� '��� � ��"������� �������� ���

� �� �����	
������ ������������ ����
�����

�� ������	
����� *��������� ����������� ��$����$ �����$� ����
"���"� %�� ��" ��������� ������������ ����������� � ���������� ��
��'�� � ���� (������ 	 �� ��'�� $�� (� ����� ������������ �( �$ �� �
��� �� �������� �"����������$ ����������� +������	 �� ���� ���� ��� 
�� ��	 ��� ����������� ���������� ����� ��� ��" ����������� ��$����$
�����$� #����� �� %�� ��", + ��'������	 ���� -�"������ ������ �����
����������� " ��������� �  ��$����$ �����$� 
�� ��������������
$���"��������� ��" ��������� �������������

�����  ���������� ������ ������ �� ��$������ �������� ������
�� x ��$����� �������� ��"���� ������� y� .��� ��$���� �������
����� �(�������� ����������� Δx	 �� ������� ����� ����������� Δy�
/����� �������� ���������� �� ��$������ ��������� x	 ���� ������� y
��������� �� ���� ������	 �� �� ����� ���������� ��$����� ������� Δx
������� "������ ������������"���� ������� Δy� 0������ ������	
����� �����������  ��$����� ������� ����� � " ����� ���������� �
 ��������

1�������� ����������� ��������	 ��� ��'� �������������� �������
�����  ��$����$ �����$ ����� � " (������ ���������� �  �������
��� ��'� " �������� ����������� 1 ����������$ ������$ ��"'� ���� �	
��� ��� ��������	
�� " ���������� � ��$����$ �����$�

������� ������ ����������� ������� *��������� "�������� ����
����� � ���������� a

x2 − 2x+ sign a = 0.

2��"�� sign ����������  34�56� *������ %���� �������  ����������

�� ������� a ��"��7 x1 = x2 = 1 ��� a � 08 x1,2 = 1±√
2 ��� a < 0�

1������	 ��� ��� a = 0 �"��� ������ ���� ������������ �����������
 ������� a ������� " "�������	 � �� �"��� ������ ����� ����������� 
������� ������� �
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� ����
"
��!�� � #�� ������ �������� ���
��� �� ������
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� ����� �����
� ����
�� ���� ���� �
��������� ������� � 	������ �����������
� ��������
��������� ���!���$��� ���� ������ ������� �� ���
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� ����

��� ���	�
��
� %������������ ���������

P (x) = (x− 1)(x− 2) . . . (x− 20) = x20 − 210x19 + . . .
&�������� �� ������� #��� ���������� ����!�� x1 = 1� x2 = 2� . . .
. . . � x20 = 20� ��������'��� �� ���� �� ��#((�$����� ����������
�
������ � �����������������������!�)�������� ��#((�$��� −210
��� x19 �������� �� 10−7� * �������� �
�������� � ������� ��"
����! ������� �� ������� ������ �������� ������� �������� ��� ��"
�������� #� ��������� ���������
� �� ��� ����� �� $�(�+

x1 = 1.00, x9 = 8.93,
x2 = 2.00, x10,11 = 10.1 ± 0.601i,
x3 = 3.00, x12,13 = 11.8 ± 1.60i,
x4 = 4.00, x14,15 = 14.0 ± 2.45i,
x5 = 5.00, x16,17 = 16.7 ± 2.73i,
x6 = 6.00, x18,19 = 19.5 ± 1.87i,
x7 = 7.00, x20 = 20.8.
x8 = 8.01,

,���� �	������ ��������� ��#((�$���� ��� x19 � −210 �� −210 +
+ 10−7 -� #�� ����������� ����� ��������� � �	
���� �
�����������
�������. ������� � ���� �� �������� ������ ���� ���������
��� ���"
���� ����� ������� / ������������� ������ � ����������� �����"
�
� ����
�0 �
�������� �
��������� �������� ����� � ����������
���������� �� ����� ������� � ���� ������������ 1������ �� ���� ��"
#((�$��� −210 ������� �� ���������� ������� ������ ��� 10−7� �
��������� �������������� �������
��)�������� ���������������#("
(�$���� −210 �� 10−11 �������� ������� ���������
� �� ��� �������
������� �� ���������� ������ ��������� ����������� �������� �����
�������� � ��������� �'����� ��������� �������������� ���� ������
���������
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������� �������� ��� ������� ���� ����� �������
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� ��� ���"
����� ��$������	������ ��������� �������! �� � ������� ����������
���������� 	��� ������ �������� � ���� �
��������� �� ������� �
������������ ����'���! ����������
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 ��� � �������� ����� ����	�� ������ ����	�
�������� ���������� ������ ��� � ������ ��� ��������� ������
���	
�������� �	 ����������� � ����� 	������ �����	 ��������
� ���������� ��������  ������� �����!	� �������� ��������
 ��	
�������		 ������"� � #�� ����	� $��� �����	 �������	� � ����	�
	������ �����	�

�� ������	
����� �������� %�"�� ��	 ����		 �������� ����
������� �����	 ��!�� ������&�� �#�����	��� ����� �� ����	�� '��	�
��#��	 	���	 ����� � ( �� � �������	
 �� $��� ��	�	� ��	 ���	���		
�	#�� )��&��"� ��"#���� )�� ���#�� ���#�&���
 � 	����	� �������
*�������	� ��� ��	 ��	��� �#�����	��"� ��"��	����  �����	� �	����
�� ����� ���	���	� 	��"����

In =
1∫
0

xnex−1dx, n = 1, 2, . . .

%��"�	�#� �� ������
 ����	�

I1 =
1∫
0

xex−1dx = xex−1
∣∣1
0
−

1∫
0

ex−1dx =
1
e
,

I2 =
1∫
0

x2ex−1dx = x2ex−1
∣∣1
0
− 2

1∫
0

xex−1dx = 1 − 2I1,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

In =
1∫
0

xnex−1dx = xnex−1
∣∣1
0
− n

1∫
0

xn−1ex−1dx = 1 − nIn−1.

 ��&�#��& ���#���� ���#������ �������	��
 ���	����� �
������ ������&� +��	���	� ���#�&���
 ���#"���� �� ���� ���,�
�	� -	.�/

I1 = 0.368, I5 = 0.146,
I2 = 0.264, � � � �

I3 = 0.207, I17 = 0.0558,
I4 = 0.171, I18 = −0.00369.

�������� �����	�
� I18 �� ���� ���� ��	�����
����� �����
��
�� ��������	�
���� ������� x18ex−1 �� ���� ��	���� �����	�	������
[0, 1] ����	�����
���� ���
����� �������� ���	��������  ������
����
����
!���� ���	������� �	� �����
���� I1 	���� 0.5 ·2−53

≈ 5 ·10−17�
"����� �� ����� #���� #�� ���	������� ��������� �� ���
�� ����
�
����	��� ��
��� ������� $−2,−3, . . . ,−18%� ��� � ����� ���� 18! ≈

≈ 6.4 · 1015� &�� � �	������ � 	���
������ �� ���!'��� ����
�� �����



���������	 ��

����� ���	���
 ��������� ���������
 ������� �������� �����
����	�� ������
 �������� �����
	�����

�������	
 ������� ������ ���	������ ���������� � ������ ���
���������� � ������������� �������� ������� ��� ���	� ���������
�����	� ����	� � ��!"� � ������ ���
������ #�� ������� �����
���$� ���������
 �����	� ����	�%

�� ������	 
�����
��� &�� ������� ������ �	��������$��
��'���� ���� �� ��"��
��� !�������� �������� 	
�����	� �������
�� �����% (�� ������� ������$ �������� �������� �������
������ ! �������� �������% )����� ���������� ����	� '��! ����
���� ���� �	�$ ���	 ���$ � ������������ �������� *��!'����$��
�������% +���$ �	 ���������� ��!��	�� �������� �������� ����
����	�� ��� �������� ���������� ���������%

,�������� ������ 	
�����	�� ������������� �����		�% -�� ���
'��� ����� � �� �� ��� ������� ��!��
 ������ � ���"����� ���
!�� �������� ���������� ��������� ��������� !��� ������
��
���������� ������� ���� ����������$�	� ������"���
% . �����$����
���!����� �������� #�� ��'���� ���� ��������� ������� ��
���������$���$ �������
 x1, x2, . . . , xn, . . . /���� �� #�� ��������
���$���$ ������� ! ����� ������� x = a ���� ��� ������������
���������� ����� �����'�
 ������ #�
 ����������$���� ���������� �
����� a0 lim

n→∞xn = a% 1 #�� ������ ����� ������
�� �������	
 ����%

2���
 ���� ! ������ �������� ����$������ � ������ ����
!������'��% -�� ����	 ��!�������� � ������ ������ � ������	��	��
����������� �� ������ � !��
 �������� *��!'�
 �	��������� �
*�!�������	� ��!��% -� ������� � �������� ! ��������� ���
����������� ������� ��**����'���$�	� ��������
 � �% �% +���$ ��
	
�����	�� ������ ��������� ���������� �������
 ������� ����
!����
 ����� ������ ! ������������� ��������� ������� ���
���
 ������ ��� ���������� ! ���� ��������� ���!������'�� ����
������ ���� ��������������%

&�� ����������� �������� ��"�	�� �������� �������� ��
��� ����! � ������ ����!�������!�% ) ���
 ��!� ������ #�� ��
����� ������������$ ����$ ��'���������3 ! ��� ����� ������$��
��� �������� !�!����	� �������	� �����%

4�!�� ����� ��� �������� ������� ������ � �������
 ���
���$� �� ������!� ��"�� �	�$ !���!��
 � ����$����	
 �������	

���� ��"�� ������$ ���
�����$� �!���!����$�� � �������$�%

���������	


� ��������	�
 �	��� 175.4 −3.169 −0.00874 � ������	�������� �	���
�� �������� � 	
�� � 	�����
����
� �
��
� ����� 0.312 · 103� −0.70 · 101�

0.465 · 10−2�
∗� �����	�
 ���������	� ����� 	 ������



�� ��� �� �����	
� ���	��
������� ��	�������
�

�� ������� ����	��
��� �������� ����
����� 	 �����	��
���� ���������
��	 ��	�
	������ �	��
 27� −14.0� 0.00173� 0.745 · 10−4� −0.245 · 104� −
−0.8960 · 102�

�� ������� �	
����	�� ������� x� y� �������� 		��	�������

x =
a3

√
b

c2 + 1
, y =

3
√

a − b

a2 + b2 + c2
+

a

c
,

��� a ≈ 32� b ≈ 17� c ≈ 3.7�
�� ����� 	��	�������� �	
����	�� ��� ��������� 	������������

d1 =

∣∣∣∣0.19 − 0.27
1.4 2.3

∣∣∣∣ , d2 =

∣∣∣∣17.5 10.4
10.4 6.18

∣∣∣∣ .
�� ���	�� 	��	�������� �	
����	�� 	����� ���� � ��	 ��� �	�����	�� !�"

��� ��� �� ����# �������  �	��	��$ �	 10%%
�� &�������� ��	 ���#����� ��������� #��� ���� 103� 0.704� 0.537� 15.2

 	��#
������ �	 ���� ����� �� ��!� �	�� ��'�	
	 �	'���� ������ 	�
�	����� #����	������ ( ���	� �	����� ���#�� #����	���� )�� ����%

�� ��� ���	������� ��
	 � ������� �
���	���� �������
������ �� �	��  � �
���������! ���	�� ��������� "�����	� � ��#$$	%	�����	 a = 10180� b =
= −2 · 10180� c = −10−180& '�� ����� ������
��� ���	��	� ��"�����	&



� � � � � �

����������	�
 ���	��

� �� �����	
 � ��	�	�
�		 �����	�

�� �������	
� ������ ����� ���	
	�� y ����� �����	�� �����
����� x � ��� ����
���� 
�� ������ ���
��	� x 	� ������	 ���������	
���������� � ����������	� ���
��	� y � ������ � ��� �� �����	�� 
����
��	������� ��� ���� �� �� y 	 x � �� �� ������� �� ���	���� !�� ���� �
�	�� ��������� ���	�	����	 y = f(x) � "����� �� � 	������� ���	�	�����
y = f(x) ����#����� ��������� ���������� $����	���� ����� 	� ������
�#
	����#� �#�� ��	� ��� �#� 	�������# 	 �� ��%� 
�� �� 	����������	�
� �����	
���	& ���
���& ������� ��	'��� ����� ������	�
(�	����� ��������������#� 	 �����	
���	 �� �#� ���
���� ����� �	�

���	 �� �� ����������	 x 	 y ��	�������� ����� �����	� !��� ���	
� �	�� ��������� ����	�# {xi, yi} � ��� ����
���� 
�� �	��������� ����
 ����� ���
��	� ��������� {xi} ���������� � ����������	� ��� �����
���
��	� �����		 {yi} $ i = 0, 1, . . . , n %� ��	 ���
��	) �	�� ���������#
���
����� �	�� !�����	��������#� ����#�� (� �����	�� ��� ����� �����
���	��� ���
��	 ���	
	�# y 	 � ����	& ��
��&� ���	
�#& �� ����� xi �
*����� ����
	�� !�	 ���
��	 �� �� �	'� ����� �
��� ��� �#& ���
����
	�	 ��������	�� ���������+	& !�����	�������
,��	� �������� � ��
�	 ����	 !�����		 ������	 	 ������� �# ��	�

&��	� � ����&��	����	 	����������	 	���+	&� ����	
�#& ����#& ��
��	��	 ������ �#
	����	 	������� ��������� y ��	 ����� ���
��		 $	�
��������� ������	% ��������+��� ��������� x � ��������� ��
�� ����
y = f(x) �� 	������� $�	�� ��� ��������������� �� �����������%�
���� ���� � 	�
��� ��� � ����������� �����������	��� �
������

���
� �
����� f(x) ����
��	� ����������� ������� �����������

������ ��������� �
������ ϕ(x) ��� ����� ���������� �� ���������
	��	��� ϕ(x) �� f(x) � ������ ���	�� ���� ������ ��! "
��#
��� ϕ(x) ��� $��� ������	� ����������������!
-������	���	 �������������� �#'� �	��� ��	 ������� ��	��	 ��	�

����	�� �� �������� �	�������� ��� ����� ��
�� {xi} � ���#����� ��

������� . ��� ������� 	�������	�����	�� �������������	
��� ��	��	�
 ��	� 	 ��� ��	 ��������		 ��	��	 ��	 �� ������#���� ��� ����� ���

�� $����	���� �� �������% �������	���	 ���#����� ����������� $	�	
�����������%� . ������#���� �������	���		 �����	��� ����	���� ����
�������� ��	��	 ��	��
/� �����	�	 ������ �� �� ���
�� �������	���		 �����		 ������


�����

ϕ(x) = Pm(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ amx

m. $0�1%



�� ��� �� �����	
����� ���	���

� �����	
�	� ��	� ���	 ��	�� ������������� ������������� ������ ���
��� ��� ���� ���  ���	��! aj ���� ���������" ���# ���! ������� ����
�	���	�� ������	��" �������	�� �� �����
  �������

$�� ����	��" ������ ���"��" %����	 ������	��	&# �� ��� ��	� �����	�
�� � �����	
�	� ' ��� ��������	��� �����	��!( ������� �����������
����

�� �������	 �

��������	� )���� �* ������!( ����� ���	���
 ���
����������� "��"	��" �����������	
���� )�� ������� � ��	����	�+ ��"
�����
  ������ y = f(x) ������ �������������� ������� ϕ(x) ,���
����	�# �������	� ,��-..# ����������� � *�����!( �����( xi # �	 /	 *���
�	��" yi # ��� �  �����" f(x) # �� 	�

ϕ(xi) = yi, i = 0, 1, . . . , n. ,���.

��� ���� ��	�������	��"# ��� ��	�� *���	��
 xi �	� ��������!(# �� 	�
xi �= xk ��� i �= k � 0���� xi ��*!�����" ���
�� �������������
0���� ���*��# ��*���� ���	���������	
  ������ ,���� ��-# ������

��" ����". � *������
  ������ ������� � ���# ��� �( *���	��" ���������
�� *������
 ����	�	 ���	��

1��	����������"  �����" ϕ(x) ��/	� ��������" ���*� ��" ��	�� ����
��������	���� ���	����� �*�	�	��" x ��� ���	���� ��" ��*�!( ����	


y
yn

y1

y0

0 x0 x1 xn x

���� ���� ��	
������� � ������
�������

����� ���	������ � �	���� �����	 �����
�"� � ����
����� ������������# �� ������
' � �������� ,��� ���
�����. ����������
����

2�� �������# ���	�����������	 ���
����*�	��" ��" �������������  ������ �
����	/�����!( �����( �	/�� ���
����
�*���� ���	����"���# �� 	� ��� x0 < x <
< xn � )����� ������ ��� ����	�"	��"
� ��" �����/	����� �!����	��"  ����
��� ��	 �����������	���� ���	*�� (x <
< x0 # x > xn) � 3�� �����/	��	 ��*!�
���� �����
���������

4��������� ������*�����	 � ���	���	
 ������ ϕ(x) �������	�� ,��-.# ��*!��	�

���� ���������������� ������������ ��� ��������
 ���	����"���# �� 	�
��� ������	��� ������ �������	�� ��" ��	�� �����������	���� ���	�����
�*�	�	��" x # ��" ��(�/�	��" ���  ���	���� �������	�� �	�(����� ���
����*����� ��	 �����	��" ����	�! ,���.� 5����" ����	�� ���	�/�� n + 1
�����	��	# ��	�����	����# � 		 ������� ��/�� ���	�	���� n + 1 ��� �
 ���	��� ������� �����������" ��	�	�� ���	����"�������� �������	��
m = n # � �������	� �������	� ���

Pn(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n. ,���.



� �� �����	
 � ��	�	�
�		 �����	� ��

������� 	
������ ����� �
� ������������� � �������� ϕ(x) ���������
�� ����� �������� ������� ������� �����
�������� 	
������ �������
������ ����������� ���  �!������ a0 " a1 " . . . " an � ����� ��#

a0 + a1x0 + . . . + anxn
0 = y0,

a0 + a1x1 + . . . + anxn
1 = y1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . .

a0 + a1xn + . . . + anx
n
n = yn.

���$�

%�
�#������� ���� ������� � ������ �����
� ���������� ����������	
��
�����
����&�'�� ��������" ��� ��
�#�������(��#�
���#� �������
�� �	��" ���� xi �= xk �
� i �= k " �� �� ���� �
�#� 	���� ����
����!��
��� �����#�)*��� ���#���������" � ���� ��	��� ������� ���$� ����� �#���
�������� 
�+����� ,�+�� ������	 ���$�" ��'�� ����
���� ����
����!����
�� ���������� -��� ����# ����
����� ����
����!������� ����������
���������� 
�����
 ����������� ������������� .������ ������ �
���" ��� ���� ����# �
��	�� ������������� ��/��� ���������" ��������
�
� ����+�� ����� 	����� �	*����	)� ����� �
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���� ����
���
��� ����
����!������ �����������" ����
�� �	#	� 
������
��� � 0 ��

1�� ��#��" �
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��
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, ��
������� ��� �����
������ ���#
��$ ���
� ���	��������
-���� �� ����$ ���
� �������� ���������������� �����������

.��� ��� %�
� ���
�������� ��
�
���� ���2�� �
 m � n / ������ m = n
�

���������� ��
	����
� ������
������ �� �������� ����� ��� �
�
#
	���� ����
������� !� "����� ��� �
��
 	
��� ��
��
�
 �����
��������� ��
�
���� ������� m = 1 � 2 � 3 �

����� ��������  	��!�� ϕ(x) �� ��#����  	��!�� f(x) �� ����
'����� ����� (xi, yi) � i = 0, 1, . . . , n � �
� �
�#�����#
������� �
�����
'���� �������� �������� S" 
����� �	��� ���#
���� 
������� ��'#	
���������� ���
������
	)*� � ��#����  	��!�� � #����� ������3

S =
n∑

i=0

[ϕ(xi) − yi]2.

� ���� ����	
� ��� ������
��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

�������	
	����� �����	� ����� ��������� ���� ����� ���	�	�
�� S ���� ��	
������ ! "��
 �����	� ����� ������	
�� ��������
������� ����� ����
����� � # � 

�� ��������	
� 
�������
���� �
�	����	�� ��������	��� !�

��$	% �����&%� �������� ��	 ��������� "�����	
��������% �����%�
�������������	���� ��	��	���	� ������ ��	�
��
�� ��������� ��� �$���
�	���� ��������� ���������	 �����		 f(x) 	 ���� ���������� ����	�����
�����������	� � ��� '��$��� ������� ��	 ��������		 ��	��	���	& ����
�	��& ����� ������� �����	�( ��������&� ����� �� ���% �����% ��������$�
����)�� [a, b] ��������	� �������	
	����� �����		 ϕ(x) �� �����		
f(x) ���� �� ���������� ���	�	�� 
����	
 )������� ���	�	�� ε > 0(

|f(x) − ϕ(x)| < ε, a � x � b.

! "��
 ������ $����&�� ��� �����	& ϕ(x) ��������� ���������� *���
������������+ �����	� f(x) � ��������� ε �� ����)�� [a, b]  

������� �	
��������� ���������� �����	�	�� ��	
����� �	�	��
��� � 	������������� ������� �	 ������
��� �������
�� ������
�� [a, b] � ������� �	
�������� ���������� ��������� � ������
���
	������	����

!����
 ���&�	� ����������� ���������� Δ �����		 ϕ(x) �� �����		
f(x) �� ����)�� [a, b]  ,�� ����� 
���	
�����
� )�����	� ����������
���	�	�� ��)����	 
���� �	
	 �� �����
 ����)��(

Δ = max
a�x�b

|f(x) − ϕ(x)|. *- .+

/� �����$		 
���� �����	 ���&�	� ������������������ ����������

Δ̄=
√
S/n ��	 �������������	���
 ��	��	���		 �����	� 0� �	� - -

����)��� ��	��	�	������ ��)�	�	� ���% ����
���	���
�% ��	��	���	� 

a á

y

0 x

y = f(x)

y = ϕ(x)

Δ̄

Δ̄

y

0 x

y = f(x)

y = ϕ(x)

Δ̄

Δ̄

���� ���� ����	�
���� ������������������ ��� ����������� ���



� �� �����	
 � ��	�	�
�		 �����	� ��

����������	 
�������� ����������� ���������� 
����������
������ ������� ������� � ������� �����	��
��
 �� �

�����
����
� � � � � � �	 ��� ������� f(x) ���������
 �
 ������� [a, b]�

�� �� ����� ε > 0 ���������� �������� Pm(x) ������� m = m(ε)�

�������� ��������� �������� �� ������� f(x) �
 ������� [a, b] ���� 
	� ε !

 �������� ���� ������� f(x) �� ������ [a, b] ���������� � ����

������� ���������� �������� ���� � � ������� ������������ ����
���������� ��!�� ���" ������� ����� #��� ����	 ����� ������ $��
���� �����"������ ��������� ��� �%�������� �� ����" ��� ��������
#��������%� �������	
&������� ��!� ������ �
���	��� �����"���� ������� f(x)

����������� Pm(x) ������������� ������ m 	 
 #�� ������ ��#����
����% ���������� '(	)* ������ �%+��" ��� ��+% �� �������� �����
�� [a, b] �������� �+��� ���� ��������� '(	�* +%�� �������"���	 ���
��� ��������� Pm(x) ���%����� ���������� �
���	��� �
����������
�����"����	 &����������� � �����������" ���������� ������$���
������������ ���+��!���� �%���� �� ����� ��� �����%	
� � � � � � �	 #� ���� ������� f(x) � ����������� �
 �
������� ���
 

�������� ���"����� G� � ����� ����� m � 0 ���������� ����� 
��� Pm(x) ������� �� ��	� m� 
�������� ��������� �������� ��
������� f(x) ����� ���$ ���������� ������� �� ��	� m �����
����
�! �! Δ = Δmin� ������ �
��� �������� ������������!
,��!���� G �+%��� ���������� ��+�� ������%� ������ [a, b]	

�� ������	
�	 �
����	
��� -�� ������������� �������� � ��!� �
������%� ������ ������� ��������� �%�����" �������� ������
������ ����

Pn(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n. '(	.*

/��� �������" �%�������� 0� ��+1� 	 �	 ������" �������� ��!����
����� � ���������" ��� � ��� +��"$�� n ����+���� �%�����" +��"�
$�� ����� �������� 'n2 + n/2 ����!���� � n ���!����*	 2���� ����
#� ��!� ������� � ����� ������ �� ��� �����$����� ����������	 

������%� ����%� ������� ������ �%����" ��!�%� ������� ��� ����
����� ����%����� � ���� �+����� �������"�� ������" �+3�� �%����
�����	
4��������������� '(	.* � �+��� ������ ������� � ���� �� ��� ���� �

����� ���������� x � �����" � ��!��� ����� ��������� �������+�����
��������" � ����

Pn(x) = a0 + x(a1 + x(a2 + . . .+ x(an−1 + xan) . . . ).

-����� � �����" ������� ��������� ������������ � ���� �����
���%����� �$���� %�����
	 &������� ��� ��� ������� �%��������

��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

�������	 
�������� ��������� �� ���� ���� ���� 
���� ������� n �
�����
��� � n �������������������� ���
� ������ �	 ��������	 ��������

��������� �� ���!� "!���
�� 
�#����� ���
	$ �� � ����#��� ��������
��������� �� ���� �
���#���	 �����#������ �!������	�

� �� �����	
����� �����

�� �������	
��� ������� %�! ������$ ��� ��#���� �������� ���
��� ���������	 �����	�� �������	 "�
�������� &��!'�� (�������
���
�����!��$ ��!���������$ �����&
����!�� � ���)� *�� �����
 ����� �	
"��� '��
���� ���� ����������� ����'��+���!� � ��������	� �� !�
�
��,���� ���� ����' &��!'�� � 
�#��� ��������� �� ���#�� ������ ���

	��� %��
� ����$ ����! ������� �������	 &��!'�� � ��
	��

���� n � {ai} � x

P = an

��� i �� n − 1

P = ai + xP

�� 0 	 
��� −1

����� P

��	� ���� ���� �������

!�
��,���� �� ������� �	 
�#��� ���	����
*�"��
� �	 ��������	 �������� &��!'��
�� !�
��,���� �������,��	 ��������	 "���
&��!'�� � ��������� �	��� -����
��$ &��!�
'�	 sin x �����	���	 � ��
�.�, �	��

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ . . . (��/)

*�� ��������
 �������� ����
���� x ����
����� &��!'�� 
���� ���� ������� �
��������, �� �����#������ �!������	� %���
������ ��������
�� ����� �	�� (��/) �����
��� �� �������	 ����
����� -���
��
$ ��� �
������������ � ������
� ����������� ���

������� (�
� �� 0) �	 ���������.���	 ��	��	 �����#������ �!������	
��������
� ��������� ����������� |x| < 1�

1 ��
�.�, ��������� �	��� �����	,��	 �������	 � ������ "�
���
������ &��!'��� 2 ���������$ �	 ��������	 �������� &��!'�� cosx

���� ����������� �	� (��/) � �����
 ������#���	 cosx=sin (π/2 + x)$
� 
���� � ��������������� �������������	 ���������
 � �	� &��!�
'�� cosx 3

cosx = 1 − x2

2!
+
x4

4!
− x6

6!
+ . . . (��4)

 ����������!�� ����� � !������ 
���� �������� � ��
�.�,
��������	 � �	� "!�������� ex $ ���!��!�

shx = (ex − e−x)/2, chx = (ex + e−x)/2.

5���� ��!�� �������������	 ���������
 � �	� ��
�� &��!'�� sh x
� chx � 6�!$ ��� ��������� shx �	 x ≈ 0 � '�	� ���������.���	 ���
���� �������� ����� ��������	 ���!�� ������ ������ ����������� �	�
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����� ����� ��

sh x = x+
x3

3!
+
x5

5!
+
x7

7!
+ . . .

��� ���	
���	� � ���������� ����	��	��
�	� �����	� ��
������
	���� �������� ���	
���	� ����	�� �� ������ �
����	�� ���	���
���������� ����	��� ��� ���	
���	� ����	�� �� ������� �
����
�	� �� �� ��
����!����
� 
�����"��	�� loga x = lnx/ ln a �
# ���
��� ��	��� ��
���	� ����	�� ���	
���	� 
	��
 
 ���

��$�� ��� %&��'� (���� ��	����� ����� ���� ������� �� )
�����
��� ���	�	�� )���"� ���������� ����� �	
� ε > 0 � ������	!���
$��� �����
�� ���	
���	�� * ����	��� ���� 	
����!��� 
��������
�������� ��� ���	
���	� �����	�� �����
�� �� !���
�� # +��� 
���
�� ��	�����
� �
� ������ )���"	� �"	����� �����  �����
�� ��!����
�� ����������
� �����"��
���	 ��������	��
#�!�� ��� ��	�� ����	�� ���	
���	� 
	��
 
 ����$�� ���

� %&��' 	!�)� �� � �	
 &�, � �	�� 
�������������� ��	� ���������
���
���	� � ����
# ����	��� �����
���	���
� ����� 	! �������� ��	 ���� !����

�		 �������� ��
������ � +��� 
���� sinx ≈ x� #�������
� )
������
���	�	� ������� 
 ������ 
�����"��	�

x = k|x|, sin x = k sin |x|, k = sign x.

���� ������
�� ��� x > 0�
-�	 ��	!� �����
�	 ���	
���	� �������
�� ��� ��	 
���	����		

��� �����"��
�� !��	������ ����"�� �
�	 |x|<1� -�+���� � 
���������
����� ������� ��� �� ������������� ������
��� x < π/4� .�� ��
�	�
���
� ��
������������ �����"��	�� ������� �� !����	� x < 2π�
x<π� x<π/2� ��� +��� ���	 	
����!��� �����	� E(x) � ���	
���$�
����� �
�� ��������  �� � ������� ��	�����	� sin (π ± x) = ∓
∓ sin x� sin (π/2 − x) = cosx� *��	���� ��	 x = 7.6π %k = 1 ' �����	�

�����$	� ����	��/

n = E

(
7.6π
2π

)
= E(3.8) = 3,

x− 2πn = 7.6π − 6π = 1.6π > π, k = −1,

x− π = 0.6π >
π

2
, π − x = 0.4π >

π

4
,

π

2
− x = 0.1π.

������� ���	��
� 	���� ��� �� �
�� ��� ������	��� 	���� u � ���	��
�
� �����

 � 	���� y �

����� ������ ��� 	���� ��� ��	
��� � ��������� ������ � ��!�
��" ���������
" ����!�� � 	���� ����#�� ����
"� $���
%���

u1 = x, u2 = −x
3

3!
, u3 =

x5

5!
= −u2

x2

4 · 5 .
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���� x � ε

|x| > ε

k = signx � x = |x|

x < 2π

n = E
( x

2π

)
�

x = x − 2πn

x < π

x = x − π � k = −k

x < π/2

x = π − x

x < π/4

y = x �

u = −x3/6 � m = 2

x = π/2 − x �

y = 1 �

u = −x2/2 � m = 1

���� |u| � ε

y = y + u � m = m + 2

u = − ux2

m(m + 1)

y = ky

�	��� y

y = x


�� �� �������� �	�������� ������



� �� �����	
����� ����� ��

���� π/4 < x < π/2� �	 
�	�	���� ���������� ��������� 	 �������
�� π/2 − x � ���������� ������ ��	���� � ���������� �	������� �� ��
��
	�������� �� ��� !� "�� #�	�	 
	������ 
���	�������	 y = 1� u = 1�
m = 1� $ 	������	� ���	���� �� ���������

$ �����	�����	� ���	����� �������� 
��
	�������� ������� � ���
����%� ���� 	� ���� � ������%� �	 ������ 
�����	����� 
����	 ��	 �
������� �� �� ���	&���� �� �������� π/180�

'	�����	��� (���)�� y=sin x� 
	������	* � 
	�	+�� ��� ���,! � ���

	���	������
�������	�	�� ���� ��- ���	������ �	��	���� ��% �����*.

	�����	��� 	��������� � ���������	
 �����
���
� �	������+�* �����
����� ���� 	���������	�	 ����� ����	� ����

'	�����	��� 	���������* 
�� (�����	����	� ����� ����	� ��� �����
��� 	� �������� ���������� '�� |x| < π/4 	�� ������ ���� � ��������
� 
	�����	����� 	��������* �&� 
�� ��/	���	� ����� ����	� ���� �
� ����������� x �	��������� $ �����	���� ���� 	����������� 
������
�������� ������� ����	&���� ���,! � 
�	����� ���������� � 	�����	*
�	��	����� �	 
	�����	��� 
�� x = π/4 �	������ 	�	�	 3 · 10−7� � 
��
x = π/2 . �&� 	�	�	 1.6 · 10−4 �
	���� 
���	�	 	�/�	����	�	 ����� .
� �		��������� � 
������	� 0�*/��)�!�

�� �������	�
�	�
	��� 1� 
�������	�	 ���� 
������ ��������
��� ������ � 
	�	+�� ��� ������� ��	 
	�����	����	��� /��� ���
����
���� ������	����	 
	 �������������	�� ��������� ���������

-1

-1

0 1

1

y y = T0(x)

T1(x)

T2(x)

T3(x)

x

���� ���� ��	
	��������

���

���������� 2��� �� �
	�	/	� �	���������	�
����� ���	����� ���������*� 
	��	���+�%
/	��� ����3����	 ���
������� 
	�����	���

	 ����� ���������� �������� ��
	���	�����
��	�	����	� 4�/������

��������� �������� Tn(x) ���
��� n 	
�
��������� �����+�* (	����	*5

Tn(x) =
1
2
[
(x+

√
1 − x2)n +

+ (x−
√

1 − x2)n
]
,

����!−1 � x � 1, n = 0, 1, . . .
����� ������	
� �	� ����! � ����� ���� ���
���	�� ���������� ����	��	��
�� ��� ����
������ �������� � �	���
 n ��������√

1 − x2 ����	 �������� � ��	�� � ���	�� �	����� �	� �������
�� � ��	�� �	����� �	��	 �� ����
���� � � ������ �� ���	��
�	����� �� ����	 �����	�	����	
 ������ � ��!""� ��	��� ���	����
������� ������ ������	��� ���� ������ ���	���	���

#������� �������� $���%���� �������� �� "������ ����!
��� n = 0, 1, 2, 3 &���� '�()*

T0(x) = 1, T1(x) = x, T2(x) = 2x2 − 1, T3(x) = 4x3 − 3x.



�� ��� �� �����	
����� ���	���

��� ������	
�� �
����	
�� �	���	�� ���
� ��������������� ��	�
������ �	����	
�
�� ����
��	
�	��

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), n = 1, 2, . . . ������

� ���� ���	
�� �
�� �
�� ���������� an ��� ��
���� 	��� ���
��	��
 �������
 ������ n

Tn(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n.

�
������ ���� ����	�� 
 xn 
!���

an =
Tn(x)
xn

− a0

xn
− . . .− an−1

x
. ������

"�������� ����	�� �������
 ��� |x| > 1 

����	� ����� � �
�
���! 1− x2 
 x2 − 1 � ������������� ���� ����������� ����#��� �
������� ��� x→ ∞ � ������$ %���	��

an = lim
x→∞

Tn(x)
xn

=
1
2

[(
1 +

√
1 − 1

x2

)n

+

(
1 −

√
1 − 1

x2

)n]
= 2n−1.

������

&���	��� �������
 ���� �
��� ������
���� � ������������
	����! �����'

Tn(x) = cos (n arccosx), n = 0, 1, . . .

( ����)�* ���# ���
���! ����� ���� ����	�� ������� ����� ������$
���� +�����, 	��
������ ������� 
 ������� [−1, 1] ��������*���

�������!

zk = cos
2k − 1

2n
π, k = 1, 2, . . . , n.

"� �
�������� ��
������ 
 ������� � ���)
*��� � ��� ���
�$
�������� �	�
���� ��������� �������� �� ������ ������� ��

������ ������������ �!�� ��"
� ��� �	���� � �����#

xk = cos (kπ/n), k = 1, 2, . . . , n− 1.

� �
�� 
��	�� �������� �������
 ���������� �������� Tn(xk) = ±1  

$ �$ ��� �	���� ����� 1  � ����� ����� −1 $ %� �����&�� �
���	�
�������� ���������� �������� ����� ±1 $

&���	��� �������
 ������ ��������*��� ��� 
��������
���
�����!$ �
�������� �# �������� ��� ���	���� ���������� ����
��! � ����)�* ������# ����� 
 ���� ��� ����� �
��������
�
���������� ����������! 
��������
��� ����� �� �
�
��� �������
[−π/2, π/2] $

"������ [−π/2, π/2] �������� � ������ ������ ��� ���������
�
�� ����	���� �������
 ��������� �� ���	� �
���
����
*��� 




� �� �����	
����� ����� ��

����������� ���	
�	 [−1, 1] � 	���� ���	
�� �	��� ����	��� �� �������

��	��� �	�	�	���� x �� πx/2 � � ���� �����	 ��� ����� ��� ���������
����� ������ �� ���	
�	 [−1, 1] ����	� ���

sin
πx

2
=
πx

2
− 1

3!

(πx
2

)3

+
1
5!

(πx
2

)5

− . . . ������

�� ������
������ ����� ���� ����	������ ������	��� ������� �
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y

x

���� ���� ���������	
 ��������
����� ������ y = sin (πx/2)
� ��	�
�� ���� ������ � ���
������ � �����	 ������ �� x3

������������

���	������� ������ ���	
�� x = ±1 ���
�	���	��� ��
�����	� � ���������� 
���
���	����  ����	! �	� � ���	������� ����
�� x = 0 � "��� ��	��� ������ ������
��
���� ���

sin
πx

2
= c0 + c1T1(x) + c2T2(x) + . . . ,

������

��	���� �������� ����#��� �������	��
$	 ��	��! �� ����	������  ��	� ����
��	�	�	�� ������	��� �� ��	�� ���	
��
%���� &�'(� � ���������! ��� ������
��
����� �������	��� $	 ��	�� �� �	���
��� ��	�	�� ���#���	���� %�� 	� ��� ���
����
������ �	���	) �	���	��) ��	���
������( ����	������ ��)������ � ���	��
���	 (−5.9 ÷ 5.9) · 10−7� *�� �����	��� ��������! ��� ��� ������
����
��� �	���	) ��	��� ���� +	����� ����	������ ��� ���� 
����� �� �����)
���	
�� ��������	� ±1.6 · 10−4�

*�� ��)�,�	��� ��������	���� ���� $	 ��	�� ��,�� �������
��
������ ��������� ������������	�
 �������	��� $	 ��	�� �� ���	
�

�	 [−1, 1] 	 ��	� 1/
√

1 − x2-

1∫
−1

Tm(x)Tn(x)√
1 − x2

dx =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0, m �= n,
π

2
, m = n > 0,

π, m = n = 0.
����	�

"��� 
������� ��� $	 ��	�� ��� ������� f(x) � ���	

f(x) =
c0
2

+ c1T1(x) + c2T2(x) + . . . , ����
�

����,��� � 	 ����� ���	����� �� Tn(x)/
√

1 − x2 ! ������	��������� ���
����	��� �� ���	
�� [−1, 1] � �������
������� ����	�! �� �������

cn =
2
π

1∫
−1

f(x)Tn(x)√
1 − x2

dx, n = 0, 1, 2, . . . ������
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�������� ��	 
	��������� ���� �������� ���	����� ����	����	
�	��� 
�
 ���	����� 
	��������� �������	�	 �� 
���� ������ �������
��
� ����	�	��������
	�	 ���� ��� �!

"�	��#�� � ������ ��������� � 	�#�� ������ �	$�	 ����� �	� 
	
�������	! %� &��
��
� ����	 ���	��� 
	��������� ���� �������� &���
���$���	� ������� ���
�' f(x) �������	� ����	� �� ���� (���	���
�	���$�#�� �	����	��	� ��� �������	� �	��	��� 
	�������	 ����	� ���
��! )����	���� ��	� &	��	� �	��� &	��	��	!

*��� ��������� ����� ���� (���	��� &������������� � ���� ��	�	�
������ ��&	� ������ ��� &�����$���� ���
�� f(x) �� ���������	� 	��
���
� [−1, 1]� �! �!

f(x) ≈ ϕ(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n. ������

+��� ��������������� 	����	
 [a, b] 	��������� 	� ���������	�	� �	 ��	
������ �	$�	 &������� 
 ���������	�� �����	� &�������	�

t =
a+ b

2
+
b− a

2
x, −1 � x � 1.

,�$��� ���&�� xm �	$�� ��� ����$��� ����� ��	�	����� �����
���� ���&����� �� &������'#�� m -� &���	$���� . &�������� �		��
�������'#�� �	�����/! " ����� ���� ��� �������� ��� ���
�� ϕ(x)
����� ����� �� 
	����	� ����	�0

ϕ(x) =
c∗0
2

+ c∗1T1(x) + . . .+ c∗n−1Tn−1(x) + c∗nTn(x), ����	�

��� c∗0 � c∗1 � . . . � c∗n 1 &�����$����� �������� 
	��������	� c0�
c1 � . . . � cn � ����
�! +��� � ��
	� ����� &������� &	�	���� ����������
�	���$�#�� x � 	����
	��� ���&����� �! �! ���	 &��������� �� � ����
��	�	������ �	 ��	� ��	�	���� �	�&���� � ��	�	����	� ������!

*	�
	� 
�� 
�
 ��� �������	� &	�����	�� &�� ��&	� �	����� ���
�� �������� ��� ��� ��� &�� ��&	� �	����� ���� (���	��� ��������'
�	��	�� �	$�	 �	������ � &�� ��� ��� 
	�������� ��������� � ����	�!
%��
	� 
	 &	������� �� ��� �	$�	 	���	��� !

)����	����� ��	 &�	���	��� &�� 	����������� �������	�	 � Tn !2�	�
�	���� Tn(x) ��	��� � �������	� ����� ������ �	� 
	 � ����$���� ���
xn! *	��	�� ��	�� ����� ��	�	����� &	����'#���� &	��� 	���������
��� �������	�	 � Tn � ����	�� �� ��$�	 �������� 
	��������� c∗0 �
c∗1 � . . . � c∗n−1 ! 3	����	��	 ������� xn ����� Tn(x) � ��� ��� ���&��
�� x� &	������� &	������	� ����$���� � ������� � ����� 	���	��� 
� ������ �������	� � Tn !

4���� �	&��
����' &�� ��	� &	�����	�� ! 5� ������ �������� ��	
��	�	���� �������� Tn(x) �	$�	 ��&���� � ����

Tn(x) = b0 + b1x+ b2x
2 + . . .+ 2n−1xn.



� �� �����	
����� ����� ��

������ ��	
���

xn = −21−n(b0 + b1x+ . . .+ bn−1x
n−1) + 21−nTn(x). ������

��	� ��������� ���	����� �	��� �� ���
����
� ��� ��� �������
����� Δ1 	���� �������� |Δ1| � 21−n� �����	��
 |Tn(x)| � 1� �����
����������� Δ � ���
����� ! ����	� � ����
�� �
��� �����!���� ���
|Δ| � |an|21−n�

"# ������ ��	
���� ��� xn ���� $ ��������� �� Δ1 	������ �����
���� ��	�� ��#��% �������� x � &�����!	  ��
 	�����
� ���������
! ����	�� ���%��� � �����	��
 ������� n− 1 !���� ����	��� ������
�� n � '��� ������� �(�� �)�� �����	(�� �� ��% ���� ���� �����������
�� ���!)���� ���
������ #������ �

�������
� ������
�
 �(�� ������!��� ��� ��!)����� ��������
������������ *
����� � ������ � �� ���	���� "���	�#
� ��
 ����
���
�
 �	 ��!)���� �������� ������������ ������� &����!� #����

������� ��%������ ����������� 5.9 ·10−7� ��!�
����� ��� ����	��
#�!���� �����	���! +��)��!� �� ������ �������� ,
�� 
���)!���
�	��) � �� ������ �� 11 �� ������� !�	�����	���� &�� ��� ���
������ 
����������� ������� 6 · 10−8� -)���	  ���**������) ��� ������
� % x � ��	
���� ���
�	  �� !���� ��#� ��!�

sin (πx/2) ≈ 1.5707963x− 0.64596410x3 + 0.079692626x5 −
− 0.0046817541x7 + 0.00016044118x9 + 0.0000035988432x11. ������

.�����	�� +��)��!� 11 �� ������� ���� !��

T11 = 1024x11 − 2816x9 + 2816x7 − 1232x5 + 220x3 − 11x.

-)��#� ������ x11 ����# ��	�� ��#��� ��������

x11 = 2−10(11x− 220x3 + 1232x5 − 2816x7 + 2816x9 + T11).

&�����!	  ! ������ !���� x11 ���!
� ����� ����� ��!����!� � !)�
���	  ��!)� #������ ���**�������!� ��	
���

sin (πx/2) ≈ 1.5707963x− 0.64596332x3 + 0.079688296x5 −
− 0.0046718573x7 + 0.00015054437x9 − 0.00000000351T11. ������

������)!� ���	����� �	�� ����� ��#	�(��� � ) ���
���� �������
����� |Δ| � 3.51 · 10−9 � "#�#� ����	�(������ !)���	��� ���**����
����! ��� ������ % x � ����������� ���������� ���	��� �������
����� ��	���� ��� �����!	 �� 4·10−8 � ��� !�� ��!�� #������	��� �����
�� 5.9 · 10−7 � &����
 ������
�
 ������)!��� �	������� �(�� ���
!�������

&�����!	  ! ������ /��# ���	������ �	��� � T11 0 !)��(���� x9 ����#
��	�� ��#��� �������



�� ��� �� �����	
����� ���	���

x9 = 2−8(−9x+ 120x3 − 432x5 + 576x7 + T9),

��������

sin (πx/2) ≈ 1.5707910x− 0.64589276x3 + 0.079434253x5 −
− 0.0043331325x7 + 0.000000588T9. ������

	
������� �������� ���� �
��� ����������� �� �������� �������
��
� |Δ| � 5.88 · 10−7�

��������� ��������
� ������ ��� ��������� �����  T9 �
��
��
 6.4 · 10−7� �
� ���� �������� ������ ��������
� 5.9 · 10−7� ���
�������� ��� ��������� ���  �!���
�� ���� "������� �� �������

# ���������� $ ��������� ����
����  ������� ����%������ ���
������������ ����������� "��������

�� �������	
��� ���	������� &���
��� ������ ��� ��������
��!��  ���!��'  ����(�) ���������!���������� ���������� *����
!�) ����
���� � ���� �
������� ���% ����������� ����
���� 
������
+�
�� ��������� �
� ����
 ���������� 
��
��� 
������ 
� �� ����
��
���  ���!�) f(x) � ���� ���������!���������� ���������

f(x) =
b0 + b1x+ b2x2 + b3x3

1 + c1x+ c2x2 + c3x3
. ������

,������� ��������� ����� � �������
��� c0 = 1 �� �������
 ��(��
�
�
��� ���������� �������� ��� c0 �= 1 ����
��� � �������
��� ����
�� �������
� �� c0� -�� �� c0 = 0 � 
� f(x) ����
 ���
� �������
�
��� x = 0� .���) ���������!�) ����
����
� �� ������

+�������� ��������� ������ � ����

b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3 = (1 + c1x+ c2x
2 + c3x

3)f(x).

/������� ����������  ���!�� f(x) � ��� .������

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . . ����	�

� ���
���� ����� �� ��
�� 
����� ���)��
������ ��������

b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3 = (1 + c1x+ c2x
2 + c3x

3) ×
× (a0 + a1x+ a2x

2 + a3x
3 + a4x

4 + a5x
5 + a6x

6).

+���������� �����) ��
�� �
��� �����
��� ������ �� ���������� ��

������ x0

b0 + b1x+ b2x
2 + b3x

3 = a0 + x(a1 + a0c1) + x2(a2 + a1c1 + a0c2) +

+ x3(a3 + a2c1 + a1c2 + a0c3) + x4(a4 + a3c1 + a2c2 + a1c3) +

+ x5(a5 + a4c1 + a3c2 + a2c3) + x6(a6 + a5c1 + a4c2 + a3c3).



� �� �����	
����� ����� ��

����������� �	
�������� ��� 	�����	��� ������ x � ��	� �
����	� ������� �	����� �������� ������ ���������

b0 = a0,

b1 = a1 + a0c1,

b2 = a2 + a1c1 + a0c2,

b3 = a3 + a2c1 + a1c2 + a0c3,

0 = a4 + a3c1 + a2c2 + a1c3,

0 = a5 + a4c1 + a3c2 + a2c3,

0 = a6 + a5c1 + a4c2 + a3c3.

������

���� 
�� ������� ����� �	
�������� b0 � b1 � b2 � b3 � c1 � c2 � c3
�	��	���� ��� ����	�������� ������ 

� � � �  � �����	���� ����	���!�	 ������"�� ��� �������
f(x) = sin (πx/2) #	��	�!$���� ����������� ������� �	�	�	 � ���%
�	� ����� ���	������ �	��	�!�� ������� sin x ������ # �����	�%
��� � ������� �	"� 	������! �	�!�	 ���� � ������� �������
x � � � $������� & � ������' �	
�������� ��� ���(�� ������ x
����� ����� b0 = b2 = c1 = c3 = 0  

)	
�������� b1 � b3 � c2 ����� �$ ������ �������� ������� ���%
�� $������ �	
�������	� a0 � a1 � . . . � a6 ��$�	"��� ������� � ���
*��	�� ������ �	"� �$��! �$ ����"��� ����	�� �  

a0 = a2 = a4 = a6 = 0, a1 =
π

2
, a3 = − π3

8 · 3!
, a5 =

π5

32 · 5!
.

+����� �������� ������ � ����	� ����� ����� ���

b1 =
π

2
,

b3 = − π3

8 · 3!
+
π

2
c2,

0 =
π5

32 · 5!
− π3

8 · 3!
c2.

,����� ���	��� b1 = π/2 � b3 = −7π3/480 � c2 = π2/80  
*���� 	���$	�� ��	��	%����	���!�	 ������"�� ������ ��� ����%

��� sin (πx/2) ����� ���

sin
πx

2
=

(π/2)x− (7π3/480)x3

1 + (π2/80x2)
. ����
�

-�	 ������"�� �	 �	��	��� ����	���!�	 ����	�������� ����	� � ��%
�	� ���	� �	 ���	(	 �	����� ��������!�	 

.� ������� � ��!� 
�	�	��� ����� 	������ ����"�� ������ ���%
��������� � ��� ������ ���	
 ��������� � ���	� ��� ��	��	%����%
	���!�	 ����"�� ����
� +������ ������ 
�	 ����"��� ���	��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

�� ������ ���		�
���� ��� x3 � x2� �������

sin
πx

2
= −7π

6
x3 − (60/7)(2/π)2x
x2 + 20(2/π)2

.

�������� �������� �� ���������� �� ������� ������� ����������� �
������ ����������� ��� ���		�
������ �������

sin
πx

2
= k1

(
x+

k2x

x2 + k3

)
,

k1 = −7π
6
, k2 = −200

7

(
2
π

)2

, k3 = 20
(

2
π

)2

.

���������� ��������� ����� ������� � ����

sin
πx

2
= k1

(
x+

k2

x+ k3/x

)
.

��� ���������� ��������	���
�� �� ���	������ ����������� �
�����
�� !��� �������" ��� ��������" ���� ���������#" ��� ��� �����$
����� � ����%�& ��������� ������ ��� ���������� ���� '������ ����	�
� �������������� �(��� )������ !����� ���������" ��� ��������#�
*�����" ������" ���� � ����" �� ���
������ �� ���������� �����
��
������� ������ ������� ������� ���� � �������" ��� ��� �������$
��� �����
�� ���������� ������ ������ �� ������������� �� ���
���� ������������&%�� 	���
�� ����� � ������ ��������� ������
�������������� �������������
�������� 	������ ��� ����������� �������( ����������( 	���$


�� � ����%�& 
����( ������" �������� �������� ��������� �������$
� � ����� ���� Δ+

ex = 1 +
x

−0.5x+
k0 + k1x2

1 + k2x2

,

k0 = 1.0000000020967, k1 = 0.0999743507186, k2 = 0.0166411490538,

−1
2

ln 2 � x � 1
2
, |Δ| � 10−10;

ln (1 + x) = k0 +
x

k1 +
x

k2 +
x

k3 +
x

k4 + k5x

,

k0 = 0.0000000894, k1 = 1.0000091365, k2 = 2.0005859000,
k3 = 3.0311932666, k4 = 1.0787748225, k5 = 0.1124191908,

0 � x � 1, |Δ| � 10−7;



� �� �����	
���
���� ��

tg
πx

4
= x

⎛
⎜⎝k0 +

x2

k1 +
x2

k2 + k3x2

⎞
⎟⎠,

k0 = 0.7853980289, k1 = 6.1922344479, k2 = −0.6545887679,

k3 = 0.0020366541, −1 � x � 1, |Δ| � 2 · 10−8;

arctg x = x

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝
k0 +

x2

k1 +
x2

k2 +
x2

k3 + k4x2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠
,

k0 = 0.99999752, k1 = −3.00064286, k2 = −0.55703890,
k3 = −17.03715998, k4 = −4.86455143,

−1 � x � 1, |Δ| � 2 · 10−7.

� �� �����	
���
����

�� �������	 � 
���������	 �������	���� ��������	
 	 �����
	�������
�
 �	��
 ��������� 	��������		 �������� �������� �	�	
�	
���� ��������� ������������ ��� �����	� � ��
� ��� �������� ����
�	 (xi, yi) � i = 0, 1, . . . , n � ����	������ ��
��	�����
	 �������
	� 	
 ����	� f(x) �	!�	"����� ��
���� � ����	��
	 � �����# �����#�

$������	� ��"��%� ������� ��
���� � �!&�
 ������ ������� ���
������� 	
����� n 	��������� (xi−1, xi) � �� ��� ��"��%� 	� �	# � ���
������ �������	� 	��������	����%� 
��%������ 	���������� �����
���	� ��
��� ��#���&�� ����� ��� ����	� ' ��������	� ��� i �%�
	�������� 
�"�� ��	���� �������	� ��
��� ��#���&�� ����� ����	
(xi−1, yi−1) 	 (xi, yi) � � �	��

y − yi−1

yi − yi−1
=

x− xi−1

xi − xi−1
.

������

y = aix+ bi, xi−1 � x � xi, ������

ai =
yi − yi−1

xi − xi−1
, bi = yi−1 − aixi−1.

(������������� �	 	���������		 �	������ 	��������		 ����
���� ��"�� ������	�� 	�������� � ������� ������ ������	� ��%��

���� x � � ����
 ������	�� �%� �  ��
��� ������ 	 ����	 �	!�	"�����
������	�  ����		 � )��� ������ *����� ��%��	�
 ���������� �� �	�� +�,�
���������� ����!������� !���� �	 ��!����� )��� ��%��	�
� ���	 ���"���
��� ��� x < x0 	�	 x > xn � 	 �	 ���!#��	
���	 
��	 	�	������ �%��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

���������� �	
	�� ����� ���������	
� �	���
������ � ���	���	
���	�
���������� ������ �� ���	��	 [xi−1, xi+1] 
������	��� �����
������ ��	���	�� ���� ���	�
������ �������� ����	 ����
������
��
 ����	��	 ���������!� ��	���	��

y = aix
2 + bix+ ci, xi−1 �xi �xi+1, ������

���	���� ��� �	���	����� ��"�����	��� ai# bi# ci# ��� �
�	�	�	���

���� {xi} � {yi} � x

i = 0

i = i + 1

�� x < xi

a =
yi − yi−1

xi − xi−1
�

b = yi−1 − axi−1 � y = ax + b

����� y

��	
 �
�
 ������� �������� ������
�������

������� �	�$������ ��� ����	�
���� %�� ����� ������ 
������	�
��� 
���$��� ������ �	�	� ��� �����
(xi−1, yi−1)# (xi, yi)# (xi+1, yi+1)� &��
������ ����� ��
����� � ���	

aix
2
i−1+ bixi−1 + ci =yi−1,

aix
2
i + bixi + ci = yi,

aix
2
i+1 + bixi+1 + ci =yi+1.

'(�)*+

,��� ����	���� �� ��!�# ���
���	��� [xi−1, xi+1] ����	��� 
���
����	����� ���	��� [x0, xn] # � ����
�����	�� 	!� ���	����# �� �������
����� ���	�
������ ������ �����
���������� ��� !��$����� � n = 2 # �
-���	� ����	� . ��� ������� �����
����	�� ������

/�!����� ������	��� 
��$���	���!� ����	��� ������ � 
���0��
������������ ���	�
������ ����� ��
����� � ���	 �������!�����#
��� � ��� ����� ���	���� ���	�
������ '��� ���� (�1+� ��	��� �����
�� ������ ���� ��
��������� ������ � �	��� �	2	��� ����	�� ���	����
����	��� ����	�� %��	�
������ ��� ��$�� ����� x ∈ [x0, xn] 
��������
�� 
� ��	� $�����2�� � �	� �����
3 � � � 	 �� 4���� 
��$���	���	 ����	��	 ������ y=f(x) 
�� x=

=0.32 # 	��� ���	���� ��	��0�� ��$���� 		 ����	���5

x 0.15 0.30 0.40 0.55

y 2.17 3.63 5.07 7.78

���
����	��� ������� ������� ���	���� ���	�
������ �������
6���	��	 x = 0.32 ��������� �	�� ����� xi−1 = 0.30 � xi = 0.40�
� "��� ����	

ai =
yi − yi−1

xi − xi−1
=

5.07 − 3.63
0.40 − 0.30

= 14.4,

bi = yi−1 − aixi−1 = 3.63 − 14.4 · 0.30 = −0.69,
y ≈ 14.4x− 0.69 = 14.4 · 0.32 − 0.69 = 3.92.

4���	� �	
	�� 
��$���	���	 ����	��	 ������ � 
���0�� ������
������������ ���	�
������ ������� 7������� ����	� ����	��� ����	�



� �� �����	
���
���� ��

� ������ �	
���
� � ����� x = 0.32 ��	��� xi−1 = 0.15� xi = 0.30�
xi+1 = 0.40� �������������� yi−1 = 2.17� yi = 3.63� yi+1 = 5.07� �
����
�� ������ ���
����� � �
��

0.152 ai + 0.15 bi + ci = 2.17,
0.302 ai + 0.30 bi + ci = 3.63,
0.402 ai + 0.40 bi + ci = 5.07.

����� ��� �
������ �����
� ai = 18.67� bi = 1.33� ci = 1.55� �������
������
� ���� 

 y ≈ 18.67 · 0.322 + 1.33 · 0.32 + 1.55 ≈ 3.89�

�� �������	� 
������� !�"���� � �	���# $	���	%�� 
���"���
	� 

� �� �� � ����"���
# 
���"��	� 
����$� ���$��	���� ��
��$� �	�
���$� ��"���� [x0, xn]� &�� ��� ������	��% � ' (� �	� ����"���
� ����$�
���$��	��� ���������� "��
�% �
����� ������ ������ ���� ���% ��������
�
����

)���� 
����% 
���"��	� 
���* ���$��	�� � �
�� 	
���� ����
�
�� 

 ���$��	���� ������
 n �

L(x) = y0l0(x) + y1l1(x) + . . .+ ynln(x). ����	�

!"
 ���� ���"������ ����* ����* ���$��	�� li(x) ��"�+�	�� � ��	%
�� ���� ��	�� 
���"��	� 

� �� 
��	#���
�� ����$� , i �$�-� $�� �� ��	�
��� "�����%�� ��
�
 �� .�$�� �"���"
�%� ��� ��
� ��	��
�� �"
 i = 0
�������� ���$��	�� �
��

l0(x) =
(x− x1)(x− x2) . . . (x− xn)

(x0 − x1)(x0 − x2) . . . (x0 − xn)
. ������

/����
��	%��� l0(x0) = 1 � !"
 x = x1 � x2 � . . . � xn �
�	
��	%
�*"����
� ������ ��"�+����� � ��	%� !� ���	�$

 � ������ ��	��
�

l1(x) =
(x− x0)(x− x2) . . . (x− xn)

(x1 − x0)(x1 − x2) . . . (x1 − xn)
,

l2(x) =
(x− x0)(x− x1)(x− x3) . . . (x− xn)

(x2 − x0)(x2 − x1)(x2 − x3) . . . (x3 − xn)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

li(x) =
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

ln(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1)

(xn − x0)(xn − x1) . . . (xn − xn−1)
.

������

!������	�� � ����	� �*"����
� ������� ������� �����
�

L(x) =
n∑

i=0

yi
(x− x0) . . . (x− xi−1)(x− xi+1) . . . (x− xn)

(xi − x0) . . . (xi − xi−1)(xi − xi+1) . . . (xi − xn)
. ������

0�� ��"��	� ��"���	��� ��������	
������ �������� ���������

� ���� ����	
� ��� ������
��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

����������	��
 ������������ ��	�	���� ������ � ���� ����	�
������� �� ����������	��� ������� ������� ���	��

�� �	����� ����	� �	��	 �	�����
 �������� ��� ������	� �n = 1 �
� ��������	� �n = 2 � ������	����� 

L(x) =
x− x1

x0 − x1
y0 +

x− x0

x1 − x0
y1, n = 1;

L(x) =
(x− x1)(x− x2)

(x0 − x1)(x0 − x2)
y0 +

(x− x0)(x− x2)
(x1 − x0)(x1 − x2)

y1 + ������

+
(x− x0)(x− x1)

(x2 − x0)(x2 − x1)
y2, n = 2.

!�"������� ����	�
�	 	#	#"���� ������	����	��	�	 ��	�	���� $%
����� &������' �	�	�
�	 ���	�	 ���	�
��(��� ��������	
������
��������� ������� )���
 ����� �	 ��������� ������� yi � ���* xi

��(��� ������� �� ��	���	��	� y′i � )�� �	��	�� � �	�' ��	#� ��%
�� ��	�	���� ϕ(x) ������� 2n + 1 ' ������� �	�	�	�	 � ������� ��	
��	���	��	� � ���* xi ��	�����	��(� �		����������	 �		��	������

ϕ(xi) = yi, ϕ′(xi) = y′i, i = 0, 1, . . . , n.
+ ,�	� ����� ���� ��"������� ����������	� �������' ���� ��� xi ��%
������

�� �������	� 
������ -	 ��* �	� �� ����	�
 �����* �����	�	%
����� 	 ��	�� ������������ ���	� ������	������ .����
 ����	����
����� ���		���	�"�* ������� �������' �� �� xi − xi−1 = h = const
� i = 1 ' 2 ' . . . ' n �� +������ h �������� �����

+����� ���� �	����� �������� ���������� /���
 �������� �������
������� � ���* xi  yi = f(xi) � !	����� ���	��� ������� ������� 

Δy0 = y1 − y0 = f(x0 + h) − f(x0),

Δy1 = y2 − y1 = f(x0 + 2h) − f(x0 + h),
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Δyn−1 = yn − yn−1 = f(x0 + nh) − f(x0 + (n− 1)h).

0�� ������� ����(��� ������� �������	�� ���� �������	�� ������
���	���� ��������

1	��	 �	�����
 ������ �������� ������� 

Δ2y0 = Δy1 − Δy0, Δ2y1 = Δy2 − Δy1, . . .

2��	����	 �	�����(��� �������� ���	��� k  

Δkyi = Δk−1yi+1 − Δk−1yi, i = 0, 1, . . . , n− 1.

3	������ ���	��� �	��	 ������
 ���	����������	 ����� �������
�������� &������'

Δ2y0 = Δy1 − Δy0 = (y2 − y1) − (y1 − y0) = y2 − 2y1 + y0,

Δ3y0 = Δ2y1 − Δ2y0 = . . . = y3 − 3y2 + 3y1 − y0.



� �� �����	
���
���� ��

���������� 	�
 ������ k ���� ��������

Δky0 = yk − kyk−1 +
k(k − 1)

2!
yk−2 + . . .+ (−1)ky0. ������

��� ������ ���� �������� � 	�
 �������
 �������� � ���� xi �

Δkyi = yk+i − kyk+i−1 +
k(k − 1)

2!
yk+i−2 + . . .+ (−1)kyi.

��������
 �������� ��������� ���� ����	����� yk �

yk = y0 + kΔy0 +
k(k − 1)

2!
Δ2y0 + . . .+ Δky0.

���� 	� � ���������� ��������
!������� ��������� "������#
���� �������� ��	� ������ � ���	��$� ��	��

N(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)(x− x1) + . . .

. . .+ an(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1). ����	�

%����� ��������� 	����� ���&�	��� ����� ��	����� ����� �# �#
N(xi) = yi ' i = 0, 1, . . . , n (# ��� ������
 ��������� 	�
 ��&��	���

��)���!������ ����������

N(x0) = a0 = y0,

N(x1) = a0 + a1(x1 − x0) = a0 + a1h = y1,

N(x2) = a0 + a1(x2 − x0) + a2(x2 − x0)(x2 − x1) =
= a0 + 2a1h+ 2a2h

2 = y2,

# # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # # #

"� 	� ����	� ��)���!����� a0 � a1 � a2 �

a0 = y0, a1 =
y1 − a0

h
=
y1 − y0
h

=
Δy0
h
,

a2 =
y2 − a0 − 2a1h

2h2
=
y2 − y0 − 2Δy0

2h2
=

Δ2y0
2h2

.

���������� ���� �� �� � 	����� ��)���!�����#*�$�
������ ����
��	

ak =
Δky0
k!hk

, k = 0, 1, . . . , n.

��	�����

 )�� ��������
 � ������ ����	�� ������� ���	��$� 
��	 ��������	
������� ��������� ��������

N(x) = y0 +
Δy0
h

(x− x0) +
Δ2y0
2!h2

(x− x0)(x− x1) + . . .

. . .+
Δny0
n!hn

(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn−1). ����
�

+������� �������� Δky0 ���� ���� ��������� �� ������ ������#

��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

������� ������ ��	
� ���	����
 � ������ ���� ��� �
��� ����
	�
���������� t = (x− x0)/h; 
����

x = x0 + th,
x− x1

h
=
x− x0 − h

h
= t− 1,

x− x2

h
= t− 2, . . . ,

x− xn−1

h
= t− n+ 1.

� ���
�� �
� 	��
������ ������� ������ ����� �����	�
� � ���

N(x) = N(x0 + th) = y0 + tΔy0 +
t(t− 1)

2!
Δ2y0 + . . .

. . .+
t(t− 1) . . . (t− n+ 1)

n!
Δny0. ������

 ��������� �������� �������
	� ������ ��	���
���
���� ��
�
�
����
� ���	
�� ��� ��	���
���
����� ������� !�� ����
 �����"	�#
����
� ������ ���"$� y = f(x) �� �	�� �
���"� ������� �������#

� [x0, xn] � !���"� 	 
��" ����� �������� 
����	
 ��	��
�� %��
��
��������� ��������	
�� �"�������& '���� $���	��'����� 	������#
��
� ������ ��� ���	���� ������ ���"$ � 
��"�� ����� �������
��		��
�������� �
���"��
��� ������ ������� �
���"� [x0, xn] �����	
 ����� ���	��
�

	����� ������� ( �
�� 	����� t = (x − xn)/h ) 
� �� t < 0 )  �
����#
��$����� ��������� *��
��� ����� �����
� � ���

N(x) = N(xn + th) = yn + tΔyn−1 +
t(t+ 1)

2!
Δ2yn−2 + . . .

. . .+
t(t+ 1) . . . (t+ n− 1)

n!
Δny0. ���	
�

 ��������� ������� �������
	� �	
��� ��	���
���
���� ��
�
�
����
� ���	
�� ��� ��	���
���
����� ������
+�		��
�� ����� �������� �
������$����� �������*��
�#

�� �� ������ 	��
��

� � � � � � � �� 	

x y Δy Δ2y Δ3y Δ4y Δ5y

0 1.272 3.193 −2.014 1.000 −1.999 4.999

0.2 4.465 1.179 −1.014 −0.999 3.000

0.4 5.644 0.165 −2.013 2.001

0.6 5.809 −1.848 −0.012

0.8 3.961 −1.860

1.0 2.101

 �  � � � � (��	�
� � 
��"� x = 0.1 ������� ���"$ y = f(x))
�������� 
�'�� ,� -�



� �� �����	
���
���� ��

������� ��	
����
 ������ �����
 � �� �� ����� ���� ������ ������
������ ����	��� �������� ����	����� ���� ��	
���
� � ���������
������� ���!�� �����
 
� �
���� ��
 x = 0.1 
 �� t = (x−x0)/h =
= (0.1− 0)/0.2 = 0.5� ������� ��	
����
� � ����� ������� 
 �� "�� ��
�� ������# ����	
 

f(0.1) ≈ N(0.1) = 1.272 + 0.5 · 3.193 +

+
0.5(0.5 − 1)

2!
· (−2.014) +

0.5(0.5 − 1)(0.5 − 2)
3!

· 1.000 +

+
0.5(0.5 − 1)(0.5 − 2)(0.5 − 3)

4!
· (−1.999) +

+
0.5(0.5 − 1)(0.5 − 2)(0.5 − 3)(0.5 − 4)

5!
· 4.999 =

= 1.272 + 1.597 + 0.2518 + 0.06249 + 0.07806 + 0.1367 = 3.398.

$�� �������
� ������� �����%
	��� ��	
����
� �� "�� ��� ����	��
& '�� ���	�� t = (x− xn)/h = (0.1 − 1)/0.2 = −4.5 � (�%��

f(0.1) ≈ N(0.1) = 2.101 − 4.5 · (−1.860) +

+
−4.5(−4.5 + 1)

2!
· (−0.012) +

−4.5(−4.5 + 1)(−4.5 + 2)
3!

· 2.001 +

+
−4.5(−4.5 + 1)(−4.5 + 2)(−4.5 + 3)

4!
· 3.000 +

+
−4.5(−4.5 + 1)(−4.5 + 2)(−4.5 + 3)(−4.5 + 4)

5!
· 4.999 =

= 2.101 + 8.370 − 0.09450 − 13.13 + 7.383 − 1.231 = 3.402.

&
���# 	�� ����� ���
�!��
� �� ����� ������ ��	����
� )��
 ������
��
��	
����
� ����� ��	��# �� "�� ��� ������ 
 ����	� ��
����� � ���� �
���������� f(0.1) ≈ 3.3975�

*� ���� �����
 ��������
� 
���������
����%�  ��%�	���� +�����
�� ��� ������������
! ������ *���� ������
��  ��%�	��� +������

 ��� ���
������� ������������! �����# ��� 
 � ���	��  ��%�	����
,�%������ -����� '��� ���	�  � ���� ���
���� �� ���� �

& �����	��
� �� ��
 # 	�� ������ ������� ��������
�  ��%�	�����
,�%����� 
 +������ ���� ������������� 
���������
����� "�� ���
��
 ������� ����
�� ���	��
 "����

� .�� ������� 
� ��
����������


���������
����%�  ��%�	���� ������� ������
 /��
 ��������

 ����
������
! ����� 
���������

0� *��%�	��� +������ ������ ��
 �����#
����
 ��# ���
 ���
	����� ����� 
���������

 ���������� ����
	
���
����� ��
 '�� �	�� ����%� ���� ������� �
1� ��	
����
� ����%� ������
�
������%� ���%�� �%� � ������ 
 ����	�# � �� ��� � ��� ��
 
����������


 ��%�	���� ,�%����� ��������� �����	
������ ��� ���%�� �� � �������



�� ��� �� �����	
����� ���	���

�� �������	 
��������

� ������ ���	�
���������� �������	��
y=ϕ(x) 
������� �	�	� �������	 ������ �� 	� ����	�� �������	�� � ����
��� ������� y= f(x) ���
����� � ����� x= xi � i = 0, 1, . . . , n ��  ���
������ f(x) ���� ��	�� �������	��� ��	
	�� n � �� ��		� �	���
��!�	���� f(x) ≡ ϕ(x)� " �#$	� �����	 � ������� �������� �� �����
���	�
������ R(x) = f(x) − ϕ(x) �= 0� %�� �������& 	��& 
���	'����&
���	�
����� � ������	�� ���������� �	
��� ���
��	�������� ����
��	�� (�	��� 	�� ����	��	�

)�	�
���!��� ��� �������	 ����� yi ����� ����	���� �	�������
������� y = f(x) � ������ x = xi � )���& *�� ������ �	
�	����� �
��		� �	
�	�����	 
���������	 �� (n+ 1) + �� 
����� �������	�&���
,�!�� 
������&� ��� � *��� �����	 ���������� ��	� ���	�
����������
�������	�� -�����!� ��		� ���

RL(x) =
(x− x0)(x− x1) . . . (x− xn)

(n+ 1)!
f (n+1)(x∗). ������

.�	�& f (n+1)(x∗) / 
��������� (n + 1) + �� 
����� ������� f(x)
� �	������� ����	 x = x∗ � x∗ ∈ [x0, xn] �  ��� ��������&��	 ����	��	
*��� 
���������� �����

max
x0�x�xn

∣∣f (n+1)(x)
∣∣ = Mn+1,

�� ��!�� ��
����& ������� �� ��	��� ����������� ��	��0

|RL(x)| � ωn(x)
(n+ 1)!

Mn+1,

��	 ������ ωn(x) �
�	�	�	�� ���
ωn(x) = (x− x0)(x− x1) . . . (x− xn). ������

)�������������� 
��	�	��	 ������� ωn(x) � ��!�� ��	���& ����� �
���� ��� 
���	'����& ���	�
����� RL(x) � ��	��	� #��	� �	� ��'	�
�	� #��!	 ����� x �	!�� � ������ ���	��� [x0, xn] �  ���!	 ��
��&�����&
���	�
��������� �������	� �� �

���������� ������� ��	 ���	��
�� [x0, xn] �*�����
������ �� 
���	'����& �������	� ��$	���	����

"�� ����������� ��	�� ���	�
���������� �������	�� 1&����� �
�����	 ����������$�� ����� ��!�� �	��� 
������& �� ������0

RN (x) =
t(t− 1) . . . (t− n)

(n+ 1)!
f (n+1)(x∗)hn+1, t =

x− x0

h
.

 ��� 
�	�
���!��&� ��� �������& Δn+1yn 
�������� �� ��!�� ��
��
���& ��	���$�� ������� ����������� ��	�� 
	����� ���	�
�������
���� �������	�� 1&�����0

RN (x) =
t(t− 1) . . . (t− n)

(n+ 1)!
Δn+1y0.

2�	��	� 	$	 ��� 
���	�����&� ��� ��$	����	� ���� � ���&�� ����
���	�
��������� �������	� 
�� �������� ��#��	 ����� ���	�
���
���� 3������ -�����!�� 1&����� � �����	 
���!���� ���� � ��� !	



� �� �����	
���
���� ��

��������� �	
� ������� ��� ��������� 	
������� ������� �������
���� � ����
���� �� 	��
������ �
����� ����
	���������� ���������
���
�� � �� ���
 �� ����� ��
� ���� ��� !�"##���������

$�%�
 	��%� ����
	������ �	
�������� 
��������� ��%
� ���&
���' �������(� �
������ ���������� 	��
�������� �!
������� � �
�
$ ��!���
�� ������ %���� 	
��	������������� �� �!������ ��!������
����
	������� � �� �
��� !�! 	��
����� ������� ���������� ���!��
��	��� ����%������ ����
	������� �� 	
������ ! �	����

������ ���� 	
���
�� ���� �� �������
��� ������ �� 	���
� �� �������
−1�x � 1 
��������
�����  ����!���� 	 ����� ���� ��	��������
"
� ����� ��� #���

 y = 1/(1 + 25x2)� �������	$% !�� ��
 ����
!��


	�����
 
��������
������  ����!���� ��	���������$��	�$ ��� ���!��
&
��	'��
�	� ��� ����& #
�	
�������& ��!�
 x ��
 0.7<x<1�
���� ���� � ��!���
�� ������ �� �� %��� �	
������ 	������&

��� 
�	
��������� ����� ����
	������ ���� ��� �� ��#�!�
�������
)�!������ ��� ��� #��!��� f(x) ����� ��	
�
����( 	
��������( ��
��
��!� [−1, 1]� �� 	
� ��%�
� �������� xi � ��	���(*��  !�
����
����������� +�%����� ��	��� n + 1� ����
	���������� ����������
��	��� n ������ ! ��������� #��!��� � �(%�� ���!� "���� ��
��!��
,������� 	������ �������� ����
 ����� �� �� ����(*�� �%
�����
-�! %��� �������� � . /� !�
�� ����������� +�%����� 
�	��� ���
��
������
�� �� ��
��!� � ��*�(�� ! ��� !������ 0�!�� ��*����
!��	���
��� ���������� 	��
������ ����
	������ 	
� 	
�%�� ����
! !����� ��
��!�� !���
�� ����� ���� 	
� 
������
��� 
�	
���&
����� ������

0�!�� �%
����� 	�������� ������� ����
	������ ������%
����
	
��������� �� ��� ���������� ���� � 	���������� 
�	��� ���� ��&
��! xi � ��������� ��	��� ����
	����������� ���������� 	
� ��!���&
��� ����
	������ ��! � ��������� 	��
������� ����!� ���� �� ��&

��� ��� 	�������� 	
��������� f (n+1)(x) 	
� ���������� n� ��"����
�� 	
�!��!� ��
�(�� �	��������� ���������� ����� ��	��� ������&
��( � !���
������( ����
	������� 	�������

�� ������	� 1���� ��
�!�� 
�	
��
������ ��� ����
	������

	������� �	���������� !�%���!��

À

Á

S(x)

���� ���� ��	
������� ���
��

��������	�
���2	��������� �%
����
	��
������ ����������� �
����� ��&
	���� 3�� 	
�������(� �%�� ��!���&

�( ����������!�( ������ ��%!���
���!��� ��
 �� �� �	
����� ����
�����
4�� ��!
�	��� ��� � ���� ������ ��&
��� ����
	������  ��������� ������
��!����� α � β �
�� /�5�� �� �� ��
���!��� ��!
�	����� "��� ��
 ��� ���&
������!�� 	����� 	
���� ��!���
�(
#�
��� ��������
�(*�( ��� 	�����������( "��
��(�



�� ��� �� �����	
����� ���	���

����� ���	
 ����� ������ ��������� ������� y = S(x) � ��
����
 ������������ 	
���
��� �������� ��� ��
���� ����������
�
������� �	� ��� SIV(x)=0 � ��� �
 ������ ��� 	��� �
���� �
!
��� ������" ����� ����������� ������� S(x) ������� 	��������	
����� � �#$ ������ %
��$	  � ���

S(x) = Si(x) = ai + bi(x− xi−1) + ci(x− xi−1)2 +

+ di(x− xi−1)3, xi−1 � x � xi.
������

&�� �������� ������������ ai � bi � ci � di �
 ��" n ��	��
�!
�#" �����
" ���"���	� �������� 4n ��
������ '
��� �� ��" �#��
�
�� ������� ���"������ ��
���
 ������� S(x) ��� �
�
��# ������
�� � Si(xi−1) = yi−1 � Si(xi) = yi � (�� ������� 	���� �
���
�� � ���

Si(xi−1) = ai = yi−1, ������

Si(xi) = ai + bih+ cih
2 + dih

3 = yi, ������

hi = xi − xi−1, i = 1, 2, . . . , n.
(�
 ����	
 ������� 2n ��
������ &�� �������� �����
 )�" ��
�!
���� �
�
��	 ������� ����#������ ���#" � ����#" ���������#" ��
��������" ���
" ������������ �� � ������� ��
������ ������� ������

������ �� ��" ����
"*

S′
i(xi) = S′

i+1(xi), S′′
i (xi) = S′′

i+1(xi), i = 1, 2, . . . , n− 1. ������

+#�����	 ���������# 	�������
 ,-�./0*

S′
i(x) = bi + 2ci(x− xi−1) + 3di(x− xi−1)2,

S′′
i (x) = 2ci + 6di(x− xi−1).

����	�

�����
���� ��� �#�
���� � ������� �����
	 2n− 2 ��
�����
bi+1 = bi + 2hici + 3h2

i di, ����
�

ci+1 = ci + 3hidi, ������

i = 1, 2, . . . , n− 1.
1����
 )� ��
 ��
����� �����
 ��� �� ������� �
������� ���!

��� ���
��
� ��#��� ��� ������� �����
��� � ����� ������$���� �
�����# �"���� ��
���� ����� � ������ ���������#" ������� S(x)
� ����
" x0 � xn � �����	� ��
�
��# ��
���� �����# �"����� � �
�!
�	
����
	� ����	� ��
������ �� ����	� ������ ��� S′

i(xi−1) = bi �
S′′

i (xi−1) = 2ci � ��� �
 S′
1(x0) = b1 � S′′

1 (x0) = 2c1 � �� � ��
���� ���!
������#" � ���� x0 ���������� � � ����	� %�
���� � ���������#"
� ���� xn � ����	 ��������� �� +��	 �" � ����	� � ��	�)� 
�����������#" �������#" bn+1 � cn+1 *

S′(xn) = bn+1, S′′(xn) = 2cn+1.

�� ������� ����#������ ���������#" � ���� xn ������ ���

bn+1 = bn + 2hncn + 3h2
ndn, cn+1 = cn + 3hndn.



� �� �����	
���
���� ��

����� ����	��
 ��������� ������
 ����	� ���� ������������� ��� ����
��	�� �������

i = 1, 2, . . . , n. ����
�

������� ������
 ������
 ������
 ����	� � ������ ����
� �������� 4n+2
��	������ � 4n ������� � ����� ���� �������
 �������
 ����
������� ��������� 	��������� �� �� ������!

S′(x0) = b1 = k1, S′(xn) = bn+1 = k2 ������

���

S′′(x0) = 2c1 = m1, S′′(xn) = 2cn+1 = m2, ������

"�� k1 
 k2 
 m1 
 m2 # 	����� �����$
% ��������
 ��� 	����� �"��� ����� α � β &��$ ���$ '$()

k1 = tgα, k2 = tg β.
*�� �������� 	��������� �� �� ���� ��������� ��� �����	�
���� � ������ 	���������$ *��������� ����� ����	�� +�� �� �	��
������ ��������� 	
����	�� ��������$ ,	 ������� ������ �����	�
� �� �� ������� �������� ��� ������ ����	����� � -��� ������$
.�����

m1 = m2 = 0.
��������� ������
 ������
 ������
 ����	�
 � ����� ������ ��� ������ ���

�������� ������� ������ ��"����������� ������� ��� ����������
��-++� ����� ai 
 di & i = 1, 2, . . . , n ) � bi 
 ci & i = 1, 2, . . . , n + 1 )$ /�
���� ������ ���� �	 �������
 �	������ � "�$ 0$

.���� �  ���� -������ ������ ���������� � �����"� ������
-�� ������� ���� �������� � ����� ������� ����$ ,	 ������� ������
���	� ���� ���� ��� ��-++� ���� ai $ 1����
 �	 ����	� �������

di =
ci+1 − ci

3hi
, i = 1, 2, . . . , n. ������

*�������� -�� ���������
 � ����� 	����� ai = yi−1 � ������ � ���
��� ������ ��-++� ����

bi =
yi − yi−1

hi
− hi

3
(ci+1 + 2ci), i = 1, 2, . . . , n. ������

2������� �������� ������ � ������
 ��������� �	 ������� ������ ���
-++� ���� di � bi $ .��������� ������� ��������� ������� �����
��� ������ ��� ��-++� ����� ci !

hi−1ci−1 + 2(hi−1 + hi)ci + hici+1 = 3
(
yi − yi−1

hi
− yi−1 − yi−2

hi−1

)
,

i = 2, 3, . . . , n;
������

y1 − y0
h1

− h1

3
(c2 + 2c1) = k1,

yn − yn−1

hn
+
hn

3
(2cn+1+ cn)=k2 �����



�� ��� �� �����	
����� ���	���

���

c1 =
m1

2
, cn+1 =

m2

2
. ������

����� �	
����� ������ ����������� �	� �	�������� ������� ����	��

 �	
����� ������ � �	� �	�������� ������� �������

�
�	��
 ������� ������ �	����
 ��
���
� �� �� ��������� !�������
�
����� ��"� �
  �
���� � ���� �������� � ��� ��
 ��
��� 	
���#
��$����� ���	�� � ������ %� �� 	�"��� �������&	
��� ���������
��
����� �	� ��'� ����  �� (�� )� �
������� �� ������� ������� ������ ���
������ '�!**������
� ci �� '� ��+������ '�!**������� di � bi �

�
������ +�� '�&�+��'
 ���
��#*��'��� ���������	�,
 ������#
� ����	� ��� ������� �&�
�
�� �
�����"�� �� ��'���	�� ������� '	�#
������ �	��� ���� ��
$�� ���	�	���� ��**�	����	����� *��'��� �

��	��'� [x0, xn] � �
�
����� ��
+����� � ���
� ����	������� ����#
�����	�,�� ������� ����	� ��� ������� - �������

xn∫
x0

[S′′(x)]2 dx �
xn∫
x0

[f ′′(x)]2 dx

�� ���� f(x) �� �'
�
��� � '�
��
 *��'����

�� � �����	 
�����	 ������������ .
��� �$� ������
�
�� ���

�� ����*�'
��� ��� �+���
 /
 	
�$
 � ����	���������� ��� �+���
0	���
� )	� ����	����� !�� � ��� �+���
 �	�&����� +��&� � ���
� xi

����
�
�� � �
&��+���� �
����� �� ����'� � � ��
+���� �� � ��
+���
� � �	��������� �� ��'���	� � ��	�'
� 1 �&,�� ���+
� ��	
$����
�� ��� �+���
 0	���
 �+���  	�����'�� � �������
��� �� �
 �	
'#
��'� �	����� )�!���� � 	
��+��
��� ��"� ��'���	��� �	�����"���
���+
��� 2
�	���	� ��� �+��� 0	���
� '���	�� ���	
��� � ���� ��+#
'
� �x = x0 � x1 � ��
+��� �
�
���� *��'��� y = f(x) � �� ��	���
�	��������� y′ = f ′(x) � ����� ���

H(x) = y0 + (x− x0)
{
y′0 +

x− x0

x0 − x1

[(
y0 − y0 − y1

x0 − x1

)
+

+
x− x1

x0 − x1

(
y′0 − 2

y0 − y1
x0 − x1

+ y′1

)]}
.

3�� �
 �	� ������ ����	���������� *�	��� ���&��� ���������
��
�� �������	����� 	
������� '
' �� ��� �+���
2�����
� 
 ����	
������
2
 !��� �����
�� ����	���������� *�	���� 4��	��� 
 � 5������
6�� �� �� &��� ����+��� ����� �	��&	
���
�� *�	���� 2�����
�

.
�����	�� ����	����	��
��� *��'��� �����
���� � ���
� 
 ������
����������	�
 ��	���� %� *��'��� � ��	����� 2π ��$�� ����	����



� �� �����	
���
���� ��

��������	
������ ������ �� �������� � ������� ���������

F (x) =
sin(x− x1) sin(x− x2) . . . sin(x− xn)

sin(x0 − x1) sin(x0 − x2) . . . sin(x0 − xn)
y0 +

+
sin(x− x0) sin(x− x2) . . . sin(x− xn)

sin(x1 − x0) sin(x1 − x2) . . . sin(x1 − xn)
y1 + . . .

. . .+
sin(x− x0) sin(x− x1) . . . sin(x− xn−1)

sin(xn − x0) sin(xn − x1) . . . sin(xn − xn−1)
yn.

�� ������� 	
�� �������� �� ��� ��� �� ������������� ���
�������������� ���
�� ����� ����������� ���������� y = f(x)� ��
�������� ��������� ����� ��� ��������! ���������	 ��������	
������
����� ��	 ���
�� ������!��� ����������� ��	 �������� ������"���
�	 ���
��� ���� ���������� z= f(x, y)� #���! �� ���"���	 ������ ��
��������� ����������	$�� ����� (xi, yi) % i, j = 0, 1, 2 &� '����� � �����
"���	 zij = f(xi, yj) ( h1 = xi+1 − xi ( h2 = yj+1 − yj �

#������� �����"���( �������"��� �����"���� �!����� ��	 ���"�	
����� ����������� )���! ����� ��"���	�! �������� ���� �����*�� ���
��������	� x � y � +�� ������� �������� 	
����� 	����� �	�
�
����
���������

Δxzij = zi+1,j − zij , Δyzij = zi,j+1 − zij .

��	��
� ����
 �����
�� �� ������� �������
� ������� 	������

Δ2
xxzij = zi+2,j − 2zi+1,j + zij ,

Δ2
yyzij = zi,j+2 − 2zi,j+1 + zij ,

Δ2
xyzij = (zi+1,j+1 − zi,j+1) − (zi+1,j − zij).

���
�	��������� �������
� ������ ��
	
�� ����� ��	����� � ���


F (x, y) = z00 +
x− x0

h1
Δxz00 +

y − y0
h2

Δyz00 +

+
(x− x0)(x− x1)

2h2
1

Δ2
xxz00 +

(x− x0)(y − y0)
h1h2

Δ2
xyz00 +

+
(y − y0)(y − y1)

2h2
2

Δ2
yyz00.

 ���� ����
 	�������� �������� ����	
��������� ��	����! "
�#
�
����
��� $�� ������
�% ��� ����� ����� �����
��
 	��������% 	��#
���&
� �
�
� ��� �������
 ����� (xi, yi, zi) % ' i = 1 % 2 % 3 (% ��
 zi =
= f(xi, yi) ! �� ����� ��������
���� �
��
���� ���
����% ��� �����
��

	��������% 	�����&
� �
�
� ��� �����% ����� ��	����� � ���
∣∣∣∣∣

x− x1 y − y1 z − z1
x2 − x1 y2 − y1 z2 − z1
x3 − x1 y3 − y1 z3 − z1

∣∣∣∣∣ = 0.



�� ��� �� �����	
����� ���	���

������ ��	
� 
����

z =
1
D3

(D0 −D1x−D2y), ������

D0 =

∣∣∣∣∣
x1 y1 z1
x2 y2 z2
x3 y3 z3

∣∣∣∣∣ , D1 =

∣∣∣∣∣
1 y1 z1
1 y2 z2
1 y3 z3

∣∣∣∣∣ ,

D2 =

∣∣∣∣∣
x1 1 z1
x2 1 z2
x3 1 z3

∣∣∣∣∣ , D3 =

∣∣∣∣∣
x1 y1 1
x2 y2 1
x3 y3 1

∣∣∣∣∣ .
 � � � � �� ��������� ������	�

�� �
���
�� ��
���� z = f(x, y)

� ����� (1, 0) � ���� ������
� �� �
���
�� z1 = f(0, 0) = 0� z2 = f(2, 4) =
= −3� z3 = f(4,−2) = 1�

������������� �������� ��
��
�� �
���������� ������� ��������
�
���
�� �������������

D0 =

∣∣∣∣∣
0 0 0
2 4 −3
4 −2 1

∣∣∣∣∣ = 0, D1 =

∣∣∣∣∣
1 0 0
1 4 −3
1 −2 1

∣∣∣∣∣ = −2,

D2 =

∣∣∣∣∣
0 1 0
2 1 −3
4 1 1

∣∣∣∣∣ = −14, D3 =

∣∣∣∣∣
0 0 1
2 4 1
4 −2 1

∣∣∣∣∣ = −20.

 ���� �������� z ≈ −(2x + 14y)/20 � ��� z ≈ −0.1x − 0.7y � !�� � ����
������� ��
��
�� �
���������� ��� ��

�"� �������� �� x = 1 � y = 0
������� z ≈ −0.1 �

� �� ������ 	
��������� ���
��

�� �������� 	
���� ������ �� �
�����������
�� ��
���� ��
������������ ������� ����
���� �
���
�� �
����������

�"� �
�"�#
���
� � ��

�� ��
���� � ������
�$ �����$ % ����$ �
�����������
!�� ����&������ ������� �������
�� � ���
���� ��

�$ �
���
�� ��
�#
���� � ������ ��������� ����
�$ ��

�$� ������

�$ � ����������

������
�� ��� ������
��� 
�	
� ����� � ���� ������ '��$ ��
#

�$� �
� ��"�� ���� �����
� 
������(�
����� ����������
�"� ���#
����� ���&�����
��� �����
���� ������
��� ������
��� ���������
� �� �� �(���� '��������
����
�$ ��

�$ ��	
� �����
� ������� 
�
��� ����"���� �� �$ �����$�	��
�� � ������
�) ���������������� ���#
���
�� � "������

*�������������� �(���� ����
� ���� �����
�
�� � ��
� �����
� ��
����

�"� �
���
�� ���������� ������
�� �
� ��"�� ���� ������

�#
�� ��� ����
����
� ����
����� ��� �������
�� ������ � �$ �����
� �
$������� ������
�� *�������������� �(���� ��"�� ���� �����
� ����#
����� '��������
�� +���	
������ ������������ ����� � ���,� ��������



� �� ������ 	
��������� ���
�� ��

����������	
�
 ���
��� ��
 ��
�
� �������
��
� �	�������� ������
	��� ���������	
� ������� 
� 	����
�
 �
�
��	��� � �� �� ��� 
����
�
�	
 �����	��� 	�����
� ��������� ��� �����	��� �

��������!���
�
����
��
"��#��	 � 
���� 
�������!��� 
����� #���
� $���
�
�� �
�
�

� � 	� �
���  �� �����	�	 ��
 �
����
#	
 �
#	
 �#��	 ��� �������
	��� ��� ��� 
��
��� ���������
�� %	� ���!� ���#��	 � �	���������
��#������ ��������� ��!� 
���
	�	�� 
� ����	�� ����#�	 � �� � �����!
��
�
	 ��� �
��
��	�� ������	�� � 	� �
���  �� �����	�	 � &���
������	��� ���  �������	
 
	 	� ��
�
������ " ���
��	
��	
� �
#��
���	�� ��������#���
� 
����	�� ���#��	
� 
���� ���	
 	��!� "�����
���#����� 
��
��� &��������	����	 � ��		 � �
��
���� 
���������
����#�	� ���#��	
� 
���� � �
����� �� �
 	��
�
�
�
 ��������
�

�	�#�	�� �
��
��	��� ������	�� �
����
#	
� #���
 ����
'�� � 
���� ��	
 ������!� ��������� ������	��( 
	� #������	



����� � 
 #	
 ��
����!� ��� �
��
��	�� 
� ��� '�� � 
����
��������		
 � �
��� �� ������ ���#��	
� 
����� �
��#�		 � ���
��������#���
� 
��
���� )�����	�� � ������ 
������ 
���� ���
!��� � � ���#�� ��� 
�
	#�����	
� 
��
��� ���������
� ������	��
	� ���	���!����
*���� 
���
�� � &��������	����	 � ��		 � ������ ���!��� ����

#��	 � 
����� %	�� �

�� �
�
��� �
���  �� ���	���	 �
 ��
��
��
�	
 ���
� ����#�	 ����� �	
�
����	
�
 �
��
��	�� 
� ���
%�	��
 &�
 	� ������ +����

���	
� �
��
���� �
��� �
���
������

����� ���������	 � ��� �����		 , � ������ � -	�#�����	
 �������
�  ����� �
�	
 � ���� ���#��� �
��#��� ��
#	�		 � ��		 � �
�
���
��������#���
� 
��
��
� ���!����� ���������
� ������	���
. #���	
���� � �
�
��! ��������#���
� 
��
��� ���������
� �����

��	�� �
�	
 	���� ���
	 ����������	�� 
��
� ������	��� 	��
���
���
��	 � ������
	 ����	�	�� ���
�
� ����#�	 ��
��������	 � �	�
������� � ������ �������� � /����
���	�� &��� �
��
�
� � �
��� ��
����� ��		
�
 �
�
��( �� ���
��	�� �
�	
 	���� � 	��
�
� � �	�����
�������		 � � ������ ��������� � -���� 
���	�#���� ���� 
��������
	��� ����� ����� ���
�	 � ��������
� x � ���
�
� ����#�	
� y 	�

�	
��	�� ���������
� ������	���

�� �������	
��	 ������� 0����� ���#�� 	�������	�! $�	�+�
�
	���	�! �������
�������� y � x � � � ���������� ����� &��������	�
�
��
������ ��� ������	�� &��� ����#�	 � �
��#��� ����+� �	�#�	��

x0 x1 . . . xn

y0 y1 . . . yn

-���#� �
��
�� � �
�� #�
 	���� �������		�! �������
���

y = f(x), ������



�� ��� �� �����	
����� ���	���

�������� �	
	�	� �� x = xi � i = 0, 1, . . . , n � ���	 	
�����
�� 	

	�
��� ������ yi � ������������ ������	������� �������	�
� ������ 
	�������� �� 	��	����� !��������
������ ������ �������
�� �����
����	
�� ��������

" # $ 	
�����	�� �
	 ������ 	�
�	���� !��������	� �	����� 	
��%
���
�� 	
 ������ ��
��	���	������ &����� !��������	� �������	�
� 
�		�'� (	�	�� �� �	�	��
 ����� �������� 
	��� (xi, yi)  ��� � �����)
��
��	������ *
	 ���	��
 � 
	�� �
	 !��������
������ ������
� ���	
	�	� �
���� �(�������
�� � 
	 ����� ��� ��
��	����	����
�	����� 	�
	���� �� ��� 	+���� ����'���� � !��������
������
�������

�	�
�	���� !��������	� �	����� �	�
	�
 �� ���� !
�	�, 	��	��
	�'�(	 ���� !
	� �	����� � 	��������� ������+�� �������� �	���%
��'���� � ��� �����
�	�� -�'�� ��� �	����� ��	(�� �����
�� ��
���������� �		��������� .������ ��� ���(	� ����� ����� �����
���������� σ � 	
�	��
����	� ���	������� ε 	�������
�� ���	�	�
&���, σ = Eε  (�� E / �	���� ���(	�
�0 ������ ��	��
�� � 	��%
������� 	��	(	 �������
�	(	 �����
�� E �

1��� �����
�� �������	�
� �������
�� 
	 ��� !��������	� �	���%
�� �	��
 ��
� �	���	������ ����	�
���� 	����	 	
���
�� ����	���
�	�
�� �	������ 	������'�� �	�
�
	��	� 
	��	�
��� -�� ���	��%
�����	 �������
�� �� (�	��
�������� �		��������, !��������
���%
��� 
	��� ���	��
�� �� (����� � ������	 �(������
�� 	�'�� ���
�������	�
� �
�� ��������� 	������	� ����	� � (�������� �����
%
��� ������� ���	(	����� 	����
����	� ��� �	(����������	� ����%
��� � 
� ���

2��� ����� � �����
����	� ���� 	�������
�� 	�
	� � ��
������
������	��
����

��	�
��+�� !��������	� �	����	� �����
�� �������� �������	�
�

y = ax+ b. ������

3���	�
� !��������
����	(	 ������������ 
	��� � ������	� ������%
�	�
� ��(�	 �	���
�����
�� 	��� 	�
�	���� (������ ����	� !�����%
���
����	� �������	�
�� 4�	�� 
	(	 !
� �������	�
� �	��	 �	����
�
�
�� ���������� �������� ki ,

ki = Δyi/Δxi, Δyi = yi+1 − yi, Δxi = xi+1 − xi,

i = 0, 1, . . . , n− 1.

1��� �� !
	� ki ≈ const  
	 
	��� (xi, yi) ���	�	���� �������
���%
�	 �� 	��	� ���	� � �	��
 ��
� 	�
����� �	�	� 	 �������	�
�
!��������	� �	����� ������� 5	��	�
� 
��	� ��	�������� 	������%
�
�� 	
��	������ ������� ki 	
 	�
	���	(	 ��������� " ���
�	� ������
����		
�
	�'�� 
	��� xi �
� �� Δxi = const � �	�
�
	��	 �	����
� 	%
�
	���
�	 ����	�
�� Δyi �



� �� ������ 	
��������� ���
�� ��

� � � � � � � �������� ��	��
���� ������	������ �������� 	������
���� ��� �������� ��������� �������

x 0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5

y 1.17 1.81 2.50 3.15 3.79 4.44

��������� 	���� xi � ������������ ���� �Δxi = xi+1−xi = 0.5  ! �
�������� �������� ��	���� Δyi � 0.64! 0.69! 0.65! 0.64! 0.65� "�� ���
#� 	������� $��	�� ���% � ���%�! � � ������� #����������� &������
��
�� ������ �������� 	����������

' ���� ������� � �������� 	��������� ��%� $�� ������� � ���%��
#��������������� ������! ��%�� �� %��&�� � ��������� ������ ���
������ �� ������� ������ ������� (� ��
� $�� ����%��� ����
�������� ����	 
��������	 ξ ! η ����� x ! y �

ξ = ϕ(x, y), η = ψ(x, y). ������

)���*�� ϕ(x, y) � η = ψ(x, y) ��$������ �����! ��$� ���
�� (ξi, ηi) ��
��� �� �������� ������ ����� � �������� (ξ, η) � "����
����$��	������ ��	������ ����������� ����	�

+�� ��������� �������� 	���������

η = aξ + b

� ������� ����$��	������ ������ �������� &������ ���
�� $�� 	����
���� � ����

ψ(x, y) = aϕ(x, y) + b.

,����� ���� ��%�� �������! ��������! �������� 	��������� y = axb !
�x > 0 ! y > 0  � -�%���&����� #� &������! �������� lg y = b lg x+lg a �
������� ξ = lg x � η = lg y � ��	�
�� ������� ������ η = bξ+c � c = lg a ��

+��%�� ������.�� #����������� &������� ������� ���������
�������

y = ax2 + bx+ c. ������

'�	��
���� ������	������ #�� &������ ��� ������ ������������
���� xi ��
�� �������� ���� ���������� ����� ��	����� Δ2yi =
= yi+2−2yi+1+yi � ��� Δ2yi ≈ const � ������� #����������� &������
��
� $�� ��$���� �������

�� ��������	
� ��������� ���
�
������ ���
�
���
� /����
�����! �� �� #����������� &������ ��$���! � �� ��
�� ���������
� ����

y = ϕ(x, a0, a1, . . . , am), ������

%�� ϕ � �	������ &���*��! a0, a1, . . . , am � ���	������ ���������
��������� 0����� ����� � ��! ��$� ��������� ���� 	������� #��
���������! ��� ������ #����������� &������ ��� ����.�� ���$���

���� ������ &���*��! 	������� ������ � ����� xi ����� yi � i =
= 0, 1, . . . , n  �



�� ��� �� �����	
����� ���	���

��� ��� ��	�
���� ����� ���� �� �������� ������� ���� � ���
��
������������� ���������� ������� ������ yi �� ���
����	� �	�����

�����  ������ ������ � ��
��� xi! "������ 	���� ���	� ���
����	�
������������ �#����
�	 
���� εi! $�%��

εi = ϕ(xi, a0, a1, . . . , am) − yi, i = 0, 1, . . . , n. ������

&���
� ���������� �����
��� ���
���� ����	����� a0, a1, . . . , am ����
����� � ��������� 	���	������ ���������� εi ! '�(������� ��������
�����#�� ������� ���� ����
�!

)��������	 �� ��� �������� ����� ���	
���� ����! *� �������
� �����+(�	! )� �������	 �������	�������	 ���
����	 �� �������
������ ��������� OXY ��������� �����	� ��
��! &���	 ����������
���������� ������� ����� ������	��� ���	���� ������� ���#���� #����
�� ���	����� � �����	 ��
��	! ,� ���� ����� ��#���+��� ��
��� ���
������ ���#(� %������ �� ����������� �������� �����	� ��
��! -����
��#������ ��
�� ������ #�� �����	 ����
����� ����	�� ����	�����
�	����
����� ������	����! ���������� ���� ��
�� (x0

j , y
0
j ) �(������

��	���+��� � �������+��� ��� ������ ������� ����������� %�� ���
�	����
�����  ������ ������ 
���� ��#������ ��
��.

ϕ(x0
j , a0, a1, . . . , am) = y0

j , j = 0, 1, . . . ,m. ������

/� ���� �����	� ��������� ��������� ���
���� ����	����� a0� a1, . . .
. . . , am!

0 
��������� ���� � ��
����� �	����
�����  ��	��� ������� ������
��� ������	��� y = ax+b � �� �� ���� ���	�� ��#���+��� ��
�� (x0

0, y
0
0)

� (x0
1, y

0
1) � � ��������� ������ ���	�� ���

ax0
0 + b = y0

0 ,

ax0
1 + b = y0

1 .
������

1���� ����� ����� ������� ��������� ���	��� �������(�� 
���� ���
��#������ ��
��! 0 ���	 ���
�� �� ����� ����� �����	� ������

"���	����	 �(� ���� �����# ����������� ����	����� �	����
���
���  ��	��� 2 ����� �	�����! *� ������� � ��	� 
�� ����	���� a0�
a1� . . . � am ������	���� ������ ��������+��� � ������������	 �������
��������� ���+ ��		� ���������� ������ �� ���� ��
��� xi.

n∑
i=0

εi =
n∑

i=0

[ϕ(xi, a0, a1, . . . , am) − yi] = 0. ����	�

)���
����� ��������� ������ ��� ����������� ����	����� a0, a1, . . .
. . . , am ! 3���� 
�� �� ����%� ��������� ����� �������
�� ���������
��� m + 1 ����	�����! *������ �������� ���%�� ������� ���� ������
���� ����	� ����	 %���������� ���������� εi � ���#������� �� �����	��
������(�+ �� m+ 1 ���������! ,����	���



� �� ������ 	
��������� ���
�� ��

ε0 + ε1 + ε2 = 0,
ε3 + ε4 + ε5 + ε6 = 0,
� � � � � � � � � � � � �

εn−1 + εn = 0.

����� ��	 
�
���	 	�������� ����� ����� ������
���� ��������
�  � � � � ����� ����	���
� ����������� 
 ������
���� 
���
���

v0� � ������ ������ t = 0 �������� ���������  ������
� �

������
x �� ������ ��������� � 
���	���� ������� ������ t!

t, � 0 5 10 15 20 25

x, � 0 106 182 234 261 275

"����� �������� ���� ��������������� 
 ��
������� �������#
���� −a $�� �� 
 	
������� a %� ����� ��&�������� �������� ���#
����� v0 � a�
� � � � � � ��  
����� ������� ��'	� &��� ������� �� 	�������

�������� ����� ������ ���
����� 
 ������� �������
��� (��	���
�
�����	� ��	������ ��������� )�� �������
��� (��	�� � ������

�	��� ����
��� �� (�����
��* 
��&������ + �� ���������������
�������� ���� ��������� �

������ ������
� ����������� (	��,���
������!

x = At2 +Bt+ C.

-�'�� 	
��������� ��� C = 0� ��
�����	 x = 0 �� t = 0� .������
���
(��	�� �������� ���

x = At2 +Bt. ������

/�� ���������� �������� A � B �	��� ���	���� ��� 	�������� )�
#
�����	��
� ������� 
����* � ������� 	������� ������ ��� �
�* �����
$���� ���������%!

ε1 + ε2 + ε3 + ε4 + ε5 = 0.

0������ ���
�� ���'� 	������� 
�
���	 ��	* 	������� �	��� �'� �
#
��������!

ε1 + ε2 + ε3 = 0,
ε4 + ε5 = 0.

 
�����	� �������� ������ � ��&������ ������� ���	����

(A · 52 + B · 5 − 106) + (A · 102 +B · 10 − 182)+
+ (A · 152 +B · 15 − 234) = 0,

(A · 202 +B · 20 − 261) + (A · 25 +B · 25 − 275) = 0.

 �� ������������

175A+ 15B = 261,
1025A+ 45B = 536.

����� ��	 
�
���	 	�������� ��*���� A = −0.30� B = 39.07�
� ���� ����	
� ��� ������
��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

����������	
�� ����������� ������ ������� ������� ���� �������
��

�� ����	 ���� ������

� �������
�� � ����
�� ��
� �����
���	 � ����

x = −0.30t2 + 39.07t.

����
���� ��� ����
�
�� � ����
�
�� x = at2/2+v0t � ������� ���
��
��� ����
��� ������
�� ���� � ��� 
����	
�� �������� 

a = 2A = −0.60 !�
2, v0 = B = 39.07 !�"

#�������

�� ����� ��������
�� ��������� ����������� ����
��� �������� ����
����	
� �������� ��
��� � ���� ������� ��������
�� � �$ ���%	� ������������ 
� �������� ��������
�� ���
���	�"

�� ����� �	
����
� ��	��	���� &���'� ��� ��������� ���
���
�
�� ������ ��� ���$ ����� x0, x1, . . . , xn 

S =
n∑

i=0

ε2i =
n∑

i=0

[ϕ(xi, a0, a1, . . . , am) − yi]2. ������

(������� a0, a1, . . . , am ����������� ������ ����	� ���� 
�$����	
�� ������� �
��� ��
���� S = S(a0, a1, . . . , am)" ) ��� �������
����� ������	
�� �������"

) ������ ������
����� ������������� ��� ������

�� ���� �����
�
���
�� ��������� 
������� ������
�� ���� �����
�
�� εi �����
��
���� 
����	
�� ����
� ����������
��"

(�����	�� ����	 �������� a0, a1, . . . , am ��������� � ���� 
����
�����$ �����

�$ ��
���� S� �� �� �
�� 
����� ������
����

��� ����
�� ��������
�� �� ��� �����

� 

∂S

∂a0
= 0,

∂S

∂a1
= 0, . . . ,

∂S

∂am
= 0. ���
��

(�����

�� ����
�'�
�� * ������ ����
�
�� ��� ���������

�� a0, a1, . . . , am"

#������� ����
�
�� ����� 
���
	'�$ ��������� ��� '�����
�����	������ 
� �������� ����
��� ������� ����� ��
���� ϕ ��������
��
��
�� �� 
�������
� �������� a0 � a1 � . . . � am 

ϕ(x, a0, a1, . . . , am) =
m∑

j=0

ajϕj(x),

��� ϕ0, ϕ1, . . . , ϕm * ������
�� ��
���� x " +����� ������ ��� �������
��
�� ��� ��������� �����
�
�� S ����� ���

S =
n∑

i=0

[ m∑
j=0

ajϕj(xi) − yi

]2
.



� �� ������ 	
��������� ���
�� ��

��� �������	
�� ����	� ������ �������	�	
����	� S �� �	�	�	
�

� ak �k = 0, 1, . . . ,m ��

∂S

∂ak
=

∂

∂ak

n∑
i=0

[ m∑
j=0

ajϕj(xi) − yi

]2

=
n∑

i=0

∂

∂ak

[ m∑
j=0

ajϕj(xi) − yi

]2

=

=
n∑

i=0

2
[ m∑

j=0

ajϕj(xi) − yi

]
ϕk(xi) = 2

n∑
i=0

ϕk(xi)
[ m∑

j=0

ajϕj(xi) − yi

]
.

������
���� 
���	

	 ��������
	 
���� ������� ��	������
����	�� ����
	
���

n∑
i=0

ϕk(xi)
[ m∑

j=0

ajϕj(xi) − yi

]
= 0, k = 0, 1, . . . ,m. ������

����	�� ������ ����	��� ����	��� ��
	�
 ��!	"����	�#� ����
	�

��� 		 ��$
� �������% � 
�!���
�� �	#���
��������
�� ���	 ���& !�& '�&
��� (��!� ��	�	� �	#��� ���
 ��

 y � 
	���	��
 �����	��
��� a � � ��#$	 ������� Φ ��	������ �"�����

y =

⎛
⎜⎜⎝
y0
y1
&&&
yn

⎞
⎟⎟⎠, a =

⎛
⎜⎜⎝
a0

a1
&&&
am

⎞
⎟⎟⎠, Φ =

⎛
⎜⎝
ϕ0(x0) ϕ1(x0) . . . ϕm(x0)
ϕ0(x1) ϕ1(x1) . . . ϕm(x1)
. . . . . . . . . . . . . . . . .
ϕ0(xn) ϕ1(xn) . . . ϕm(xn)

⎞
⎟⎠.

)�	�% �	#��� y � a ��	�� ����	�
���� n+1 � m+1 �����	����	

��
� ������� Φ ��		� ����	�
���% (n + 1) × (m + 1)& ��� 		 (�	�	
���
�����	����� ���$	
�	

Φij = ϕj(xi).
*	����
� �"	���%��� ��� ���$	
�	� �����		 � #������
 �#�"#� 

� ������� ����	��� i �� #����
	
��� �	#���� Φa − y� � #�$��	 ����
	�

�	 ������ ��	�������	� ��"�� ���	
���� 
��� k �� #����
	
� �	#���
�� Φ�(Φa − y)� !�	 Φ� + ���
���
�����

�� �������& ,�#�� �"������
����	�� ������ ��$
� �������% � ���	

Φ�(Φa− y) = 0

���
(Φ�Φ) a = Φ�y. ������

-������ (��� ����	� Φ�Φ ��		� ����	�
���% (m+ 1) × (m+ 1)� �	#�
��� a ����	��� ��#���&

� � � � 	 �& .����%��� �	��� 
���	
%/� #��������� ��	��� (����
���	�#�� ������� ��� ��
#��� y = f(x)� ����

�� � ��"���
�� ���	�

x 0.75 1.50 2.25 3.00 3.75

y 2.50 1.20 1.12 2.25 4.28

��



�� ��� �� �����	
����� ���	���

� � � � � � �� ��	� �
���
��� ������ ���	����� 
������� �� ������
���� ����� �� 	���� ���������� ��� � �������� � !�������" �� �	� �	�
�!!���� �#�� ����#�� y=f(x)  �$�� !����� ��������" ��%�	���
������ ������� ��	����� !����	�&

y ≈ ϕ(x) = a0 + a1x+ a2x
2.

' ����� �	���� � �� 

m = 2, n = 4, ϕ0(x) = 1, ϕ1(x) = x, ϕ2(x) = x2,

y =

⎛
⎜⎜⎜⎝

2.50
1.20
1.12
2.25
4.28

⎞
⎟⎟⎟⎠, a =

(
a0

a1

a2

)
, Φ =

⎛
⎜⎜⎜⎝

1 0.75 0.752

1 1.50 1.502

1 2.25 2.252

1 3.00 3.002

1 3.75 3.752

⎞
⎟⎟⎟⎠.

(��	� �����	����  ���#� Φ�Φ � ������ Φ�y �!������� ����	��)
��� 
��������

Φ�Φ =

( 5 11.25 30.94
11.25 30.94 94.92
30.94 94.92 309.76

)
, Φ�y =

(11.35
29.00
90.21

)

����� � �������" ������ !��� ��� ���

5a0 + 11.25a1 + 30.94a2 = 11.35,
11.25a0 + 30.94a1 + 94.92a2 = 29.00,

30.94a0 + 94.92a1 + 309.76a2 = 90.21.

*��+�� ��%��� 
������� !�� ���� � !�������" �� �	�& a0 =
= 4.82 � a1 = −3.88 � a2 = 1.00 � ,��� ���
� � !�	���� �	���+-�+

4

3

2

1

0 1 2 3

y

x

���� ����

�!!���� �#�+ ����#��� 
������" � ���)
	���� ����&

y ≈ 4.82 − 3.88x+ 1.00x2.

*#��� ��������	���� !���������
!�	������" �!!���� �#�� � 
������% ���)
��%� �� �� ��"�� 
�������

δyi =
εi

yi
=
ϕ(xi)
yi

.



� �� ������ 	
��������� ���
�� ��

���������	 
	������� ������
�� 
 
��� ������	

x ϕ(x) y ε δy

0.75 2.47 2.50 −0.03 −0.012

1.50 1.25 1.20 0.05 0.042

2.25 1.15 1.12 0.03 0.027

3.00 2.17 2.25 −0.08 −0.036

3.75 4.32 4.28 0.04 0.009

�� ��� ��� ������� ������ ��������� ����������� �������� ��� 
����! ��� �"� ���������! ������	 ������	� �������	� �������# ���� 
��� y = f(x) �

$ ����%����� ������ �������� ���������! ���%&�'# ������ ��� 
����(�' �
������
�

) � � � � � � � � *� +�"�� ��������! ��� ��� �����	 ������	 Φ �� 
����� ����
���	! �� ����� ������ ����� �����
����� ��(�����

� � 	 
 � � �  
 �� ��� ���� � ����	���
����� ��	
��� 	����� Φ�Φ
����
��� ������������	
� �� 
� (Φ�Φ)ij = (Φ�Φ)ji � i, j = 0, 1, . . . ,m ��

) � � � � � � � � ,� $ ����� �������
���# 
 �����
� �����������
������� ����������

ϕ(x) = a0 + a1x+ . . .+ amx
m

�������	 ������	 Φ�Φ � ���������	 
������ Φ�y ��"�� 
	������
�� ��������

(Φ�Φ)ij =
n∑

k=0

xi+j
k , (Φ�y)i =

n∑
k=0

xi
kyk, i, j = 0, 1, . . . ,m. ������

$ �������! ��
�	 
� �������	 (Φ�Φ)ij ��� i+ j = const �

�� ������	�
 �������	�
 ��		��� -�� ��������� 
 �� *! ��	� 
�	� ����	� ����"�� ������	� �(����! ��� #
�#��# �������� ��� 
���� ���' ����	'� $� �����' ����#' �	
��� ������������ ���
���
�' ��������� ��# ��������# ����� ���
���� '�������� ���������
��
������� .�&��
�%� �������	� ����	 ���"�
���#� ��������
���� �� ��'! ���
���	� �� ������ �������(�' �
������
�

/��� 
 ���������� ����������������� �����
���# ��
���� 
�� y = f(x) �������� ������� �������� ������ ������� y0! y1! . . .
. . . ! yn 
 �����' x0! x1! . . . ! xn� )������# ��������� xi ����������%� 
# ��
������#&���! � ��	��	� ����	� yi 0 ���%&��� �������
�%
�������� /�����������# ���"�! ��� ������# y = f(x) �� �����
������
���� ������� [x0, xn] ��"�� �	�� ��������� '���(� �����������
���
����������� ��������� ������ m �

�������
���	� ���� ���"�
���# ����� 
 ����%&��� 1�#
��'�"����# ���"������ �������# ȳi 
 ����� xi 
	������ �� ��� ���� 
�	 �� ��� k+1 �������� ��������� �� ���%&�'# 
 ������� 2k ������34



�� ��� �� �����	
����� ���	���

xi−k/2 � . . . � xi−1 � xi � xi+1 � . . . � xi+k/2 � �� ������	 
������	 ����	���
����	�� ������� � ���� ������ yi−k/2 � . . . � yi−1 � yi � yi+1 � . . . � yi+k/2

�����	 	������� ����� m � ��	���� 	�� � ���	��!�� ��� �����
"��� ���	 m � k #� $����� ���������� 	�������� ȳi � ���� xi �
%� � ����	�	 "����&���	# 
�����	� ������ ����������  �� ���
��������� �����'���&����� 
������� �������&���� �%��
� ������
���
�� [x0, xn] � ����
�� ���� � ��	���� ������� �����

(��� ����
����� ��� ����&��� 
������ ȳi � ��� �������� �  ��
��������� ������ �������� %��
�� � �������	 
������	� )��� �
����&����� ���������� ( ���� ��� 	�&� ������� � ���������	�
����&��� ��������� �������� ����	������	�� �������������� 
��
����	�����

���� 	 � 
������� �������� ���	��  �� ��������� �����
&���� 
������ �������  ����� ��� ��
������ m � k *

m = 1:

ȳi =
1
3
(yi−1 + yi + yi+1), k = 2,

ȳi =
1
5
(yi−2 + yi−1 + yi + yi+1 + yi+2), k = 4,

ȳi =
1
7
(yi−3 + yi−2 + yi−1 + yi + yi+1 + yi+2 + yi+3), k = 6;

m = 3:

ȳi =
1
35

(−3yi−2 + 12yi−1 + 17yi + 12yi+1 − 3yi+2), k = 4,

ȳi =
1
21

(−2yi−3 + 3yi−2 + 6yi−1 + 7yi + 6yi+1 + 3yi+2 − 2yi+3), k = 6,

ȳi =
1

231
(−21yi−4 + 14yi−3 + 39yi−2 + 54yi−1 + 59yi + 54yi+1+

+ 39yi+2 + 14yi+3 − 21yi+4), k = 8;

m = 5:

ȳi =
1

231
(5yi−3 − 30yi−2 + 75yi−1 + 131yi + 75yi+1 − 30yi+2 + 5yi+3),

k = 6,

ȳi =
1

429
(15yi−4 − 55yi−3 + 30yi−2 + 135yi−1 + 179yi + 135yi+1+

+ 30yi+2 − 55yi+3 + 15yi+4), k = 8.

���������	


� �������� ��	
���� ��������� � �
�
��� ����
����� � ��� ��������
�������� �� y = cos x; �� y = e−x; �� y = shx; 	� y =

√
1 + x.



���������	 ��

�� �����������	
 ���������� ������ ��������� � ��������� 	��	
��
�	������ �� P (x) = x5 − 3x4 + 4� �� P (x) = x4 + 5x3 − 1� �����	

���������� ���������	��

��  �����	
 �� �!��� "������ �����	� ��������# �����! �#	� ����� �	�$
�����! �#��� ��� ��������� %��&���� �� y = sinx� �� y = ch x�

�� '���
��# ������ �����( ������	
 �������#� )� ln 2� �� tg (π/8)�
�� e0.1� �� arctg 0.5�

�� *��� 	����� �������� %��&���

x 0 0.2 0.4 0.6

y 1.763 1.917 2.143 2.362

�� + �����
, ������� � &�����	����� ��	����#��� ���	� ��������$
��� �������� %��&��� ��� x = 0.25�
�� -�����	
( ��� &�&�� �������� �������	� ���������� ������	�� y =
= 2.000�

�� .����	
�#( �	� %����� ������� ��	����#��� /0�12� ��������# &�&
���	��� ����� ��������� 3�������( 4&������	�� ���������� �����
%����� �������

��  �����	
 �����	� ��������# %��&��� � �����
, &�����	����� ��	��$
��#���� 5����	� ����� ����	�	
 ��� ,��� �������� �������	� x �

�� ���	���	
 ��	����#������� �������� 3������� �#%��&���( ��������
	������ � ���� 2�

	� -�����	
 �������� %��&���( �������� � ���� 2( ��� x = 0.1( ����
��#
��	����#������� �������� 6
,	���� �����	
 ���������	
 ����
	�	��


�� ���	���� ���%�& %��&��� ωn(x) ( �������� %������ ������( �������	
(
&�& �����#�	�# ���������	
 ��	����#��� ��� ��������� x�



� 6��	� ������� ��&�����# ��� �������&������� �������� 	��( ��� ��$
���	�� �������# ����������� �� ��	� S � ��&�	���� �����	� ���$
���� t�

t, � 0 5 10 15 20 25

S, � 5 150 560 1200 2100 3300


��  �&�� "�&� ����� ������	
 � ���� σ = Eε( ��� σ 7����#�����( E 7��$
��
 �������	�( ε 7�	����	�
��# ��%������#� ��� ����	���#! �������
�������� n ��������� �������� σ � ε � 6�����	
 �����	� ��������#
������	�� E �


�� '�����	�# ���������	
 �����( 4�&	���������� ���� E � 	������	�$
��� ���������# T 	��������� *����� ��������� ��������� � ����,���
	������

T, ◦C 500 750 1000 1250 1500

E, �- 3.23 4.52 5.71 10.17 18.49

6��	� ����������, ���������	
 E(T ) � ���� &�����	���� 	��!�����

�

∗
� �����	
 ���	������# �������



� � � � � �

������������	
���

� ���������	
���

� �� �����		
� ������	��
��	��

�� �������	
��	 ���	�������� ��������� 	
� ����������	 ����
��� y = f(x) �������
�� ������ �
������� ���������� ������ Δy 
���������� �������
� Δx ��� �
�������� Δx  �����

y′ = f ′(x) = lim
Δx→0

Δy
Δx

, Δy = f(x+ Δx) − f(x). �� !"

#$�	�� ��� ��	������� ����������% �����&���
 ��
���� �������
�
�$���� ����������%" �  ����'���� �� !" �� ���$����
 #���� � 	���
�����% ���	�
�% �� ���&�
��� �����&������� (
�% ������ �� ������ ���$�
�� � �����'�� ) 	��
���
�� ������ y = f(x) ��'�
 $�
& ������ �
���� 
�$���� ���	���* �����	����%� ��������� � �����&
�
� 	���������
���	�
�" ) 
��% ���	��% ����������� ��'�� ��*
�� �������& �� ������
�� �� !" +��	���� ���� Δx �������
 ������ ���
����� ���	���� 	�����
� ��� ��	������� ���	���� ����������* ����	��
 ���$��'����� ���
����
��

y′ ≈ Δy/Δx. �� ,"

-
� ���
������� �������
�� 
�������
���	 ������������" ������
�����	 � ������ ��������� �������� �
������	 ����	���� Δy� Δx
� ������� �� ," ���	��� � �
��	�� �
 �% $�����	�� ����% ���	��
��* � �� !"" 

.�����
��� ������������ ����������* ��� ������ y = f(x)� ���
�����* � 
�$��	��� ����� y = y0 � y1 � . . . � � ����% x = x0 � x1 � . . . /��
&
�
� 0 ������
& ��'�� ��������� ���	������ �������
� 0 ���
�����* �
����� h  +������ ����'���� ��� ����������* y′1 � ���� x = x1� �
���*
����� �
��	�� ���
��� 1����&������ ��� (
�� ���� ��
����" �
��	���
��'�	��� ) ���������
� �
 �����$� ��	������� ���	��% ������
�*
����	��� ������ ������� ��� ��	������� ����������* � ����* � 
�* '�

�	��

Δy1 = y1 − y0, Δx = h, y′1 ≈

y1 − y0
h

�� �"

� �����&� ����� �
������	2

Δy1 = y2 − y1, Δx = h, y′1 ≈

y2 − y1
h

�� 3"

� �����&� ��
��� �
������	2



� �� �����		
� ������	��
��	�� ��

Δy1 = y2 − y0, Δx = 2h, y′1 ≈

y2 − y0
2h

�����

� �	
	�� ���������	
 ���������
�	��	 ����� ����� ��������� ��� ������� ��	���	�����  ����
��!

y′′1 = (y′1)
′
≈

y′2 − y′1
h

≈

(y2 − y1)/h− (y1 − y0)/h
h

=

=
y2 − 2y1 + y0

h2
. ���"�

#���
 	$���	
! ���	���%� &	�
%�% ���'�! 
	��	 ����� ���$��������
���(���� ��	���	���� �$	)	 �	������ *����	 ��� +�	
 	������� 	����,
��
 �	��	� 	 �	(�	��� �	�%(����� ���(����� -�	
� �	)	! ��� $%��� �	��,
���	 ����! ��� �	�	��� ����	���
�.�� ��	���	��	� �%��	 ���	���	����
���(���� &%��.�� �	 
�	)�� %����! � � &	�
%�� ���'� +�	 �� ����%�
	����	�

�� ������	�
�� �
��		��� �������	������	��� /���	���
��%�

&%��.� f(x) ���	�	�	� &%��.��� ϕ(x)! �� �� ���������
 �� � ����

f(x) = ϕ(x) +R(x). �����

0 ��(����� ����	���
��%��� &%��.�� ϕ(x) 
	��	 ������� (����(�%
�%

% ���� ��� ������	��.�	��% &%��.�� #	)�� ���������� �������
������ R(x) 	����������� 	����	(��
 (���	
 ���� ��� ������	��.�	�,
�	� &	�
%���
/���	���
��%��� &%��.�� ϕ(x) 
	��� $��� ���	���	���� �����

��� ���$������	)	 ��(������� ��	���	��	� &%��.�� f(x)� 1�&&����.�,
�%� ��������	 ����� ��	$�	��
	� (���	 ���! 
	��	 ����� ���(���� ��	��,
�	���� f ′(x)! f ′′(x)! . . . 2

f ′(x) = ϕ′(x) +R′(x), f ′′(x) = ϕ′′(x) +R′′(x), . . .

� �������� 	
���������� �������� 	
��������� 	�
���� k �����
��� f(x) ����� 	
����� �������� ��������������� 	
��������� �����

��� ϕ(x)� �� �� f (k)(x) ≈ ϕ(k)(x)� 0���(���

R(k)(x) = f (k)(x) − ϕ(k)(x),

 �
����
������� ��������� 	
���������� �������� 	
��������� ��
�� ��������� ��������� ���!������ ����������� ������������ 	
����
�������

"
� �������� �����
����
������ �������� �������� � ���� ����
��! � #���� h� $�� 	��
�#����� ������� �� h� � �� ��	��!���� � ����

R(k) = O(hr) %O ���#�� �� hr & 1)� "�������� ���	��� r ���!������

1)
��������� 	
� ������
� �
� |R(k)| < Chr

� �� C > 0 � � ������
 �
 h�



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

�������� ���������	
 �������
��

 ���
������� �
�
 ������� 	���
���	
 ������ �������
��

�� ��
 �	� �����������	��� �	� ������
�
���� �� ����� ����� ��
�
� �

������ ��	
������ ��	�� �
������
�
���� � ������� 
��� �����
�

f(x+ Δx) = f(x) + f ′(x)Δx+
f ′′(x)

2!
Δx2 +

f ′′′(x)
3!

Δx3 + . . .

����� ��	
�� f(x) ����	� � ���� ������� f(xi) = yi� � i = 0, 1, . . . , n ��
������� �� �� �!�� ��� x = x1� Δx = −h � �!"	!���# �! "��	!� �!$
��
� h2%

y0 = y1 − y′1h+O(h2).
&��#�� 	� ��� �	�"�	�� ��!���!�	! � �!"
� x = x1%

y′1 =
y1 − y0
h

+O(h).

'�! ����(�	�� �!������� � �!����! �)�)�� 
!�!��� 
�
 ���	!� �����
����!
������� ����!*! �!��
� � r = 1 �� +	��!*�"	!� �������� ��
�� �!�� ��� Δx = h� �!(	! �!��"��� ����!
������# �)���� &	� ��
(�
����� ����� �!��!
�

,��!������ ������ �� �� �!�� �� !��	
� �!*���	!��� ����!
����$
�� �)�-� � �)�.�� �!��*� Δx = h � Δx = −h �!!��������		!� �!��"���

y2 = y1 + y′1h+
y′′1
2!
h2 +

y′′′1

3!
h3 +O(h4),

y0 = y1 − y′1h+
y′′1
2!
h2 − y′′′1

3!
h3 +O(h4).

�)�/�

0�"��� 1�� ����	���� !�	! �� ���*!*!� �!��� !"����	�2 ���!����!��$
	� �!��"���

y′1 =
y2 − y0

2h
+O(h2).

'�! ����!
������ ��!���!�	! �)�-� � �!�!3�# ��	�����	�2 ���	!��� �
&	� ����� ��!�! �!��!
�

4
������ ����	���� �)�/�� 	�2!��� !��	
� �!*���	!��� ����!
����$
��� ��!���!�	! ��!�!*! �!��
� ���� �)�.�%

y′′1 =
y2 − 2y1 + y0

h2
+O(h2).
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 	����	
��� �	�����!"�� ��� ��
����	� ��##�������	������ 	���$

����!�
� ���%� ���	����� ���������� #������ yi � ����& � �	����	
��$

�� 	�������' ��� ��	������� ��
���	� �� �	���!����� �(�
�	�������

����� ��������� �	����	
��� � 	������ 	� �	����	
�� ����	�
�������

�	���
��!� 
 ����������� ��� h� )�'
��������	� �
�� ��� ����
�����
�������' #������ y = f(x) �(
	�!���� �	����	
�� 
	
������� d� �	
��� ����
����� ��	(�' � *���+ � *��,+ 	�� 
	
����� 2d/h�  	��	�� 
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"��� �� 
��� ���������	
�� ��	������ ��
����		 ��##�������	������

 �	
��'��� 
�	
	(	� ������������ ������
� ���	' ��(	� ��� h� ���
�	�	�	� 
���������	 �������
��	 |f(x+ h)− f(x)| > ε� �� ε > 0- ���	$

�	�	� ���	� ��
�	�  �� ����
����� ��	���	��	' ��	 �
��!���� ���������

	���� (�����& �	 �������� ��
��� �	�	�	� 	(���	 ����	��� � ���������!

�	����	
��� .�	 ��� (	��� 	��
�	 ��� �	
����!"�� ������� �����"�$

��� #������ �� ���	� ��
�	 h� )��	' 
�	
	( ������������ ����!����
� �
	����� 
������	' �	����	
�� ��
����		 ��##�������	����� � ��(	��

���		 ��� h� �	�	��' ���������	��� (� ��� 
�������! �	����	
���
/	��	%�� � �"� 	��� �	�&	� - 
��%������ ��(�����& �������' #���$

��� �	�(	�	� ���	�	�	' ����	' ����	�
�����!"�' #������� ���������

��		������

�� ������	�
��� �������������� ������� ���������	
� ��
�����	� f(x)� �������� � �	�� ���	�� � ��������
 ����
 h = xi −
− xi−1 �i = 1, 2, . . . , n�� 
��� ��� �������	
	������ 	��������	���
��
 
���������
  �!��� *0��1+2

y ≈ N(x0 + th) = y0 + tΔy0 +
t(t− 1)

2!
Δ2y0 + . . .

. . .+
t(t− 1) . . . (t− n+ 1)

n!
Δny0, t =

x− x0

h
.

)�##��������� ��	� ��		���� �	 ��������	' x 
 ����	� ������� ��#$
#�������	����� 3�	%�	' #������2

dN

dx
=
dN

dt

dt

dx
=

1
h

dN

dt
,

�	%�	 �	������ #	����� ��� ����
����� ��	���	���& �!(		 �	�����2



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

y′ ≈

1
h

(
Δy0 +

2t− 1
2!

Δ2y0 +
3t2 − 6t+ 2

3!
Δ3y0 +

+
4t3 − 18t2 + 22t− 6

4!
Δ4y0 +

+
5t4 − 40t3 + 105t2 − 100t+ 24

5!
Δ5y0 + . . .

)
,

y′′ ≈

1
h2

(
Δ2y0 +

6t− 6
3!

Δ3y0 +
12t2 − 36t+ 22

4!
Δ4y0+

+
20t3 − 120t2 + 210t− 100

5!
Δ5y0 + . . .

)
,

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

����� ��	
	��� � ���� ������	� �	����� �� ���������	 ������ �������
����� ��� ��������� ����������� �	� � ��� ���������� ���
�����	
 �!���	� ��"	������ � #	"���� ����
� ���	 ���	�	�� ��"	������ � �����
����
� ��	
	���
��

$ � � � � �� %������� � ����� x = 0.1 �����! � �����! ����������
����&��� �	�	���' �	"�� (�) �

� � � � � � � ��	

x y Δy Δ2y Δ3y Δ4y Δ5y

0 1.2833 0.5274 0.0325 0.0047 0.0002 0.0000

0.1 1.8107 0.5599 0.0372 0.0049 0.0002

0.2 2.3606 0.5971 0.0421 0.0051

0.3 2.9577 0.6392 0.0472

0.4 3.5969 0.6864

0.5 4.2833

*���� h = 0.1� t = (0.1 − 0)/0.1 = 1� *	������ �	"�� (�) 	�	��
���
�� �	"�� +�) � ��������� ��������� �#� ������� �	�����

y′ ≈ 10
(

0.5274 +
2 · 1 − 1

2
· 0.0325 +

3 · 1 − 6 · 1 + 2
6

· 0.0047 +

+
4 · 1 − 18 · 1 + 22 · 1 − 6

24
· 0.0002

)
= 5.436,

y′′ ≈ 100
(

0.0325 +
6 · 1 − 6

6
· 0.0047 +

12 − 36 + 22
24

· 0.0002
)

= 3.25.
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� ���� �������
 �	
 ��������� ����� �������� Δky �k = 1, 2, . . . �!
"����� �� �������� ����� ������� ������� �������
 ��������� ��

����� ��������# � ��������������� ����� �������
 $%����� � %�	� ! &	
 ���

	%����
 ���� $���%	 %��'�� �����	��������
 $���%	�( )������� � ����

������� �����	������� %�	�� �xi − xi−1 = h = const# i = 1, 2, . . . , n�!
*���+�� �������	
�����( ������	�� )������� L(x) � ��� ��������

�( �	�� RL(x) ���! �,!-.�# �,!./�� �	
 �	%��
 ��� %�	�� �������	
���

�n = 2� � ��(��� � ����������0

L(x) =

=
1

2h2

[
(x− x1)(x− x2)y0 − 2(x− x0)(x− x2)y1 + (x− x0)(x− x1)y2

]
,

RL(x) =
y′′′∗
3!

(x− x0)(x− x1)(x− x2),

L′(x) =
1

2h2

[
(2x− x1 − x2)y0 − 2(2x− x0 − x2)y1 + (2x− x0 − x1)y2

]
,

R′
L(x) =

y′′′∗
3!

[
(x− x1)(x− x2) + (x− x0)(x− x2) + (x− x0)(x− x1)

]
.

*���� y′′′∗ 1 �������� ����������( �������� ���
��� � ��������( ��%�����

��( ����� x∗ ∈ [x0, xn]!
*���+�� �������� �	
 ����������( y′0 ��� x = x00

y′0 = L′(x0) +R′
L(x0) =

=
1

2h2

[
(2x0 − x1 − x2)y0 − 2(2x0 − x0 − x2)y1 + (2x0 − x0 − x1)y2

]
+

+
y′′′∗
3!

[
(x0 − x1)(x0 − x2) + (x0 − x0)(x0 − x2) + (x0 − x0)(x0 − x1)

]
=

=
1
2h

(−3y0 + 4y1 − y2) +
h2

3
y′′′∗ .

2��	������ ������+���
 ����� ��	%���� � �	
 �������( y′1 � y′2 ���

x = x1# x20

y′1 =
1
2h

(y2 − y0) − h2

6
y′′′∗ , y′2 =

1
2h

(y0 − 4y1 + 3y2) +
h2

3
y′′′∗ .

&	
 �����( �� 3�� $���%	 �������
 y′′′∗ # ���'4� �����
# ���	���!
*������
 �������	
�����( ������	�� )������� � ��� ��������(

�	�� �	
 �	%��
 ����� %�	�� �n = 3�# ��	%���� �	��%�4�� �����������
��� ��������� 0



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

y′0 =
1
6h

(−11y0 + 18y1 − 9y2 + 2y3) − h3

4
yIV
∗ ,

y′1 =
1
6h

(−2y0 − 3y1 + 6y2 − y3) +
h3

12
yIV
∗ ,

y′2 =
1
6h

(y0 − 6y1 + 3y2 + 2y3) − h3

12
yIV
∗ ,

y′3 =
1
6h

(−2y0 + 9y1 − 18y2 + 11y3) +
h3

4
yIV
∗ ,

� �����	 
�� ����� �n = 4� 
�����

y′0 =
1

12h
(−25y0 + 48y1 − 36y2 + 16y3 − 3y4) +

h4

5
yV
∗ ,

y′1 =
1

12h
(−3y0 − 10y1 + 18y2 − 6y3 + y4) − h4

20
yV
∗ ,

y′2 =
1

12h
(y0 − 8y1 + 8y3 − y4) +

h4

30
yV
∗ ,

y′3 =
1

12h
(−y0 + 6y1 − 18y2 + 10y3 + 3y4) +

h4

20
yV
∗ ,

y′4 =
1

12h
(3y0 − 16y1 + 36y2 − 48y3 + 25y4) +

h4

5
yV
∗ .

���������	��
 �����	�� 	�������������� �n+1 �	�
 ������� �������
������� ����	������ n��� ������� ��������� ��� ������ �� �� ������
	����� �� ����� �� �	�� x = x0
 x1
 . . . 
 �� � �� ���� �	�� x = xi

xi+1
 . . . 
 ������������!�� ����	�� �	����� 	������� ���������

������ �����	 �� ��� ��� 
� �	���� n �����		 
�����	 �����
�	��  ���	���	 �� !!"	��� � ���������� ��	��� 
�����#��� $��

�����$��� � ��	$�� �"	���������� ����� �y′1 
� n = 2� y′2 
� n = 4
 �% $%�% ��
�	� �

������" 
�����$��� $�� ���� � 
����������
���	��� i� ����� 	&� "	���������'

y′i =
1
2h

(yi+1 − yi−1) − h2

6
y′′′∗ , n = 2, �(%)�

y′i =
1

12h
(yi−2 − 8yi−1 + 8yi+1 − yi+2) +

h4

30
yV
∗ , n = 4.

�� ������#��� ����������	�
�� ���������� � ������� 	����������
���������  ����� �
�����#��� �� 
�����	% *

������"� �(%)� +
 �� �	 ��� ��	� ��� ��	 ����	�������� ��� �

������"� �(%,�%

- 
���.�#��	�
���"��������&���	��� /�&���������� 
������
�

������" $�� ������ 
�����$���% 0��	$	� �

������" $��
������ 
�����$���%



� �� �����		
� ������	��
��	�� ��

� �����	 
�	� ���� ��
	�������� �n = 2� ��		�

y′′0 =
1
h2

(y0 − 2y1 + y2) +O(h),

y′′1 =
1
h2

(y0 − 2y1 + y2) +O(h2),

y′′2 =
1
h2

(y0 − 2y1 + y2) +O(h).

� �����	 �	
��	� ���� �n = 3� ��		�

y′′0 =
1
h2

(2y0 − 5y1 + 4y2 − y3) +O(h2),

y′′1 =
1
h2

(y0 − 2y1 + y2) +O(h2),

y′′2 =
1
h2

(y1 − 2y2 + y3) +O(h2),

y′′3 =
1
h2

(−y0 + 4y1 − 5y2 + 2y3) +O(h2).

� �����	 ��
� ���� �n = 4� ��		�

y′′0 =
1

12h2
(35y0 − 104y1 + 114y2 − 56y3 + 11y4) +O(h3),

y′′1 =
1

12h2
(11y0 − 20y1 + 6y2 + 4y3 − y4) +O(h3),

y′′2 =
1

12h2
(−y0 + 16y1 − 30y2 + 16y3 − y4) +O(h4),

y′′3 =
1

12h2
(−y0 + 4y1 + 6y2 − 20y3 + 11y4) +O(h3),

y′′4 =
1

12h2
(11y0 − 56y1 + 114y2 − 104y3 + 35y4) +O(h3).

������������� �
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	 ��� �	
��� n 
��!	 ���"��		 ��#����$

�� ����� ���	
�������� �������������� �����#����	 %������
��!�� ������
� � ��� ������ ����������#� �������!	��� ����$ &������
�����	 ���#���	�� '�#���!� � (
�� �����	 �������
 � ������	��� #���
������ ����!	�� ) ��(
��� ���"�		 ����	��
� ����� ��������	���
�
������������$ *� ������	
�� � ��	����	�$ &�����	 ����!	��	 ���
��������� k�#� ������� � �	��
��� 
���	 x = xi ��	��
����	
�� � ���	
���	 �� ���"������ ������� ���	�� %������ � ���� x0) x1) . . . ) xn+

y
(k)
i ≈ c0y0 + c1y1 + . . .+ cnyn. �,$-.�

/�	�����#�	
��) �
� (
� ���
��0	��	 �������	
�� 
����) 	��� %������ y
����	
�� ���#���	��� �
	�	�� �	 ��0	 n) 
$ 	$ ��!	
 "�
� ��	��
���	��



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

� ����

y = b0 + b1(x− x0) + . . .+ bn(x− x0)n.

��	
�� 	������ ��� 	���������� ������� � ��	���	��� ������ ���������	�
����� ��� ����������� y = 1� y = x − x0� . . . � y = (x− x0)n� ���	������
��	������������  �� ��!������ � ������ � �!�"� ���������� ������� !�#
���	���� ������� 	�	��� n+ 1 ����$��% ����"!����	&�% !������$ ���
��!�������� ���'��	���% &� ((�)������ c0� c1� . . . � cn�

� ! � � � !� *�$�� ��!������ ��� �!��'�����$ y′1 � 	���� ����!�%
!������	���+�% '��� �n = 3��

�!�"������� ������ '������	� � ����

y′1 ≈ c0y0 + c1y1 + c2y2 + c3y3. ������

,	����'�� 	���
+�� ����������-

y = 1, y = x− x0, y = (x− x0)2, y = (x− x0)3. ����.�

/���	��� �% �!��'������-

y′ = 0, y′ = 1, y′ = 2(x− x0), y′ = 3(x− x0)2. ������

���	������� ��	������������ 	���������� ����.� � ������ 	������	������
� �!��
 � ���
 ��	�� ������ �!� x = x1� �!�"� ���������� �������
!����	���-

0 = c0 · 1 + c1 · 1 + c2 · 1 + c3 · 1,
1 = c0(x0 − x0) + c1(x1 − x0) + c2(x2 − x0) + c3(x3 − x0),

2(x1 − x0) = c0(x0 − x0)2 + c1(x1 − x0)2 + c2(x2 − x0)2 + c3(x3 − x0)2,

3(x1 − x0)2 = c0(x0 − x0)3 + c1(x1 − x0)3 + c2(x2 − x0)3 + c3(x3 − x0)3.

������� �&���������� 	�	��� !������$ � ����

c0 + c1 + c2 + c3 = 0,
hc1 + 2hc2 + 3hc3 = 1,
hc1 + 4hc2 + 9hc3 = 2,
hc1 + 8hc2 + 27hc3 = 3.

0����  � 	�	���� �������

c0 = − 1
3h
, c1 = − 1

2h
, c2 =

1
h
, c3 = − 1

6h
.

���	������  �� '������� � ������� ��%���� ��!������ ��� �!��'�����$-

y′1 ≈

1
6h

(−2y0 − 3y1 + 6y2 − y3).
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� $�� �
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����� ���!�� %�
�
�
������� �
 ����
��� � � &�����		
� �
������	�' 
#(��� �������
	��� )��
*	����� ���*� 
��	�� �
	
��� �
� ����� ��� �!���
�� +�����
� ��� � &���� �� ��
��
� � $,,�����	�� ��
�
#  �
	�	�� ����	�� ���
,�����
��		
� ����  ��
�� ���
�!� ���� � ����
������ '&�� �
	�	
�
���	
��	�� �

�	
��	���� -�
����� ���	�
������	� .��
*�� ������
�� �%
 � &	
��!�

����� F (x)���	
��	���� �	�	��� �	���
� ����	��
���

� f(x, h)�
�	����	�����	����� ����	��
���
� ��	� ��	
��	�	� �� ����	����	� �����
� ���	� h� R � �	�����	��� �	����	�� � ����! ����	��
���

� ����� �
���� �	�	�	� �	��	 ���
���� � �
� hpϕ(x)� �" �"

R = hpϕ(x) +O(hp+1).

/
%�� ����*�	�� ��� ����
�������� ��
���
�	
� � 
#&�� �� �� �
*	

����������! � ����

F (x) = f(x, h) + hpϕ(x) +O(hp+1). ����0�

1������ $�
 �

�	
��	�� � �
� *� �
�� x ��� �� %
� ��%� h1 = kh�
2
� ��

F (x) = f(x, kh) + (kh)pϕ(x) +O((kh)p+1). ����3�

2�����	���� ������ ���� ����	��� ����0� � ����3�� 	��
��� ����*�	�� ���
%���	
%
 ��	� �
%���	
��� ����
�������� ��
���
�	
�4

hpϕ(x) =
f(x, h) − f(x, kh)

kp − 1
+O(hp+1).

2
�������� 	����		
� ����*�	�� � ����	���
 ����0�� �
� ����������
���	�

F (x) = f(x, h) +
f(x, h) − f(x, kh)

kp − 1
+O(hp+1). ����5�

-�� ,
�� �� �
��
���� �
 ��� �!����� �� � �����
� �	��	�� ��
���
��
	
� f(x, h) � f(x, kh) �� ��%��� h � kh� � �
����
� �
	
��� p 	���� ��
 �
	�		
� �	��	�� � �
����
� �
	
��� p+ 1�

2 � � � � � � +������! ��
���
�	 ' , 	���� y = x3 � �
�� x = 1�
"����	
� �
 y′ = 3x26 �
$�
� y′(1) = 3� 7����� �����! $� ��
���

�
�	 ' ����		
� 8
������ ��#��� �	��	�� , 	����4

x 0.8 0.9 1.0

y 0.512 0.729 1.0

� ���� ����	
� ��� ������
��



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

�������	
��� ������������������	������ � ������������ ��	�������
������� ������ ������ �p = 1��  ����� !�" ������ 0.1 � 0.2� �� ��
k = 2�  ��
#��

f(x, h) = y′(1, 0.1) =
f(1) − f(0.9)

0.1
=

1 − 0.729
0.1

= 2.71,

f(x, kh) = y′(1, 0.2) =
f(1) − f(0.8)

0.2
=

1 − 0.512
0.2

= 2.44.

 � $���
�� %
�"� ������ 
��#������ 	��#���� ����	������&

F (x) = y′(1) ≈ 2.71 +
2.71 − 2.44

21 − 1
= 2.98.

'���� �(��	��� $���
�� %
�"� ���� (���� ��#��� 	��#���� ����	������� �
�(��� ��
#�� ������ ��#����� ������������� 
����#������ �� ������
�
)� ����������� 
��#����� ��!���� ���
#����"� ��� ��
� 	��#����

!�"��  �������*�� ������� #�� ���#��� ��"
� (��� ��������� � !�"�+
�� h1� h2� . . . � hq� '�"�� ��*�� ���
#��� 
��#������ ��!���� �� ����	+
������ F (x) �� ������� ���	��
�� ������ ����� ���

F (x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
f(x, h1) hp

1 hp+1
1 . . . hp+q−2

1

f(x, h2) hp
2 hp+1

2 . . . hp+q−2
2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

f(x, hq) hp
q hp+1

q . . . hp+q−2
q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 hp

1 hp+1
1 . . . hp+q−2

1

1 hp
2 hp+1

2 . . . hp+q−2
2

. . . . . . . . . . . . . . .

1 hp
q hp+1

q . . . hp+q−2
q

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

+O(hp+q−1). �,�-.�

'���� �(��	��� ������ ��#����� ��	������� �� q − 1� /������� #�� ��

���!��"� ��������� 
��#���� ������� $
���� ���*�� ����� �����+
������ ����	������ �������#�� ������"� �������

�� ������	
��������	� ����������	
���� ��
� ���������� u=
= f(x, y)� ������
� � ��������� ����� uij = f(xi, yj)� ��� xi = x0 + ih1

�i = 0, 1, . . . , I�� yj = y0 + jh2 �j = 0, 1, . . . , J�� � �����  �! ����������"
�� ����# ������� ������� ��� � ���#��$%�� �������&��&�

'����#�
& ���&��� ������$ ����������$� ��(�� ������(���� �������#
��& ����� �������$ %���� h1 � h2

∂u

∂x
≈

f(x+ h1, y) − f(x, y)
h1

,
∂u

∂y
≈

f(x, y + h2) − f(x, y)
h2

.

������#�����%��# ���������� ��%� ����������&��� ���
��� ����
�"
)�� ������(����� ����(���& �������������� ��& ������� �����������



� �� �����		
� ������	��
��	�� ��

� � � � � � � ��	

y
x xi−2 xi−1 xi xi+1 xi+2

yj−2 ui−2, j−2 ui−1, j−2 ui, j−2 ui+1, j−2 ui+2, j−2

yj−1 ui−2, j−1 ui−1, j−1 ui, j−1 ui+1, j−1 ui+2, j−1

yj ui−2, j ui−1, j uij ui+1, j ui+2, j

yj+1 ui−2, j+1 ui−1, j+1 ui, j+1 ui+1, j+1 ui+2, j+1

yj+2 ui−2, j+2 ui−1, j+2 ui, j+2 ui+1, j+2 ui+2, j+2

� ���� (xi, yj) � 	
�
�� 
��
����� �
������ ����
�����(
∂u

∂x

)
ij

≈

ui+1,j − uij

h1
,

(
∂u

∂y

)
ij

≈

ui,j+1 − uij

h2
.

��� �������	
	 ���������	����� ������� ��	
�� ���������
�	��	� ��� � ����� ���	���	���� �����	����	���� ��	
	������ ���
���	 ����	��� ����� ��
	� ��	�	 ! ���	����� � �� "���	� �����
��� ���� 	����������

f(x+ Δx, y + Δy) = f(x, y) +
∂f

∂x
Δx+

∂f

∂y
Δy +

+
1
2!

(
∂2f

∂x2
Δx2 + 2

∂2f

∂x ∂y
ΔxΔy +

∂2f

∂y2
Δy2

)
+

+
1
3!

(
∂3f

∂x3
Δx3 + 3

∂3f

∂x2 ∂y
Δx2Δy + 3

∂3f

∂x ∂y2
ΔxΔy2 +

∂3f

∂y3
Δy3

)
+ . . .

�� !�"

#�	
����� $�� �
����� ���%���
!" ������ ui+1,j = f(xi + h1, yj) 	�� Δx = h1& Δy = 0'
(" ������ ui−1,j = f(xi − h1, yj) 	�� Δx = −h1& Δy = 0 
)
�����

ui+1,j = uij +
(
∂u

∂x

)
ij

h1 +
1
2!

(
∂2u

∂x2

)
ij

h2
1 +

1
3!

(
∂3u

∂x3

)
ij

h3
1 + . . .,

ui−1,j = uij −
(
∂u

∂x

)
ij

h1 +
1
2!

(
∂2u

∂x2

)
ij

h2
1 −

1
3!

(
∂3u

∂x3

)
ij

h3
1 + . . .

*�����+ 	
�����
 �� 	���
,
 ��������� ��
�
�& 	
������

ui+1,j − ui−1,j = 2h1

(
∂u

∂x

)
ij

+O(h3
1).

��



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

������ 	�
��� ����������� �������	�
 � ������ ��	�����	�� ����
	����
� (

∂u

∂x

)
ij

=
ui+1,j − ui−1,j

2h1
+O(h2

1).

�	� ����� �����
 �������
�	����� 	� ���!� "��� ��! �	� ����������� �������	�
 ∂u/∂y#

� ���$� ����%�� �������	��� &  ���	����# ��� �����
 �������	�
��$	�
��! ��� (

∂2u

∂x2

)
ij

=
ui+1,j − 2uij + ui−1,j

h2
1

+O(h2
1).

'������� �����$�	�� � ��� ()�*�+ �� ���	�� �	� �	��� Δx � Δy#
��$	� ������� ,���!��  ����		��� ��,,���	������	�� � 	��"�������
������� ������������

-������� ���	 �����	�� ,���!�� ��� 	�������� ����������
  ����
	�� �������	��� .���� !���������� ������!���
%�"��	� '	� �	�� ���
�����	�� �� �������� � !��� (xi, yj)# ���� �		�� ��������� (	���	��#
 �� 	� %�"��	�� � � ��"�� )�/ � ������	���� ����	����� �����		�� x �
�	���� i# � ��������� 0 �����		�� y � �	���� j+�(

∂u

∂x

)
ij

≈

ui+1,j − ui−1,j

2h1
,

(
∂u

∂y

)
ij

≈

ui,j+1 − ui,j−1

2h2
,

(
∂2u

∂x2

)
ij

≈

ui+1,j − 2uij + ui−1,j

h2
1

,

(
∂2u

∂y2

)
ij

≈

ui,j+1 − 2uij + ui,j−1

h2
2

,

(
∂2u

∂x∂y

)
ij

≈

ui+1,j+1 − ui+1,j−1 − ui−1,j+1 + ui−1,j−1

4h1h2
,

(
∂u

∂x

)
ij

≈

ui+1,j+1 − ui−1,j+1 + ui+1,j−1 − ui−1,j−1

4h1
,

(
∂u

∂y

)
ij

≈

ui+1,j+1 − ui+1,j−1 + ui−1,j+1 − ui−1,j−1

4h2
,

(
∂2u

∂x2

)
ij

≈

−ui+2,j + 16ui+1,j − 30uij + 16ui−1,j − ui−2,j

12h2
1

,



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

(
∂2u

∂y2

)
ij

≈

−ui,j+2 + 16ui,j+1 − 30uij + 16ui,j−1 − ui,j−2

12h2
2

,

(
∂2u

∂x2

)
ij

≈

1
3h2

1

(ui+1,j+1 − 2ui,j+1 + ui−1,j+1 + ui+1,j −

− 2uij + ui−1,j + ui+1,j−1 − 2ui,j−1 + ui−1,j−1),(
∂2u

∂y2

)
ij

≈

1
3h2

2

(ui+1,j+1 − 2ui+1,j + ui+1,j−1 + ui,j+1 −

− 2uij + ui,j−1 + ui−1,j+1 − 2ui−1,j + ui−1,j−1).

�������		
� ������������ ������	
� ���� �
�� ��������	

��� �����	�� ���	��	
� ���� ��� ����	�� ����	�	�� � ����	
�� ���
����	
�� ��� �� �! 

� �� �����		
� �	����
��	��

�� ������	 
��	����� "���	�� 	����
� �	����# 	������
�
� ��� ����	����� ���$�	�� 

����� 	� ������ [a, b] ����	� %�	���� y = f(x) & ��'�( ����
x0, x1, . . . , xn ������� ����� [a, b] 	� n )����	���	
� ������ [xi−1, xi]
�i = 1, 2, . . . , n!# ������ x0 = a# xn = b "� ��$�� �� )��� ������
�
����� �������	�( ���� ξi �xi−1 � ξi � xi! � 	����� ���������
	�� si �	���	�� %�	���� � )�� ���� f(ξi) 	� ���	� )����	���	� ��
����� Δxi = xi − xi−1*

si = f(ξi)Δxi. �+ ,-!

&������ ����� ���� ����� ��������	��*

Sn = s1 + s2 + . . .+ sn =
n∑

i=1

f(ξi)Δxi. �+ ./!

&���� Sn 	��
������ ��������	�
� ���
� ������������ ������
���
� � %�	���� f(x) 	� ������ [a, b] 	��
������ ������ �	�������	�
����
 ��� ���� 	����	���		� �������	�� ����� ���� ������	��# ���
���� ���	� 	�������� �� )����	���	
� ������ ��������� � 	��(*

b∫
a

f(x) dx = lim
max Δxi→0

n∑
i=1

f(ξi)Δxi. �+ .,!



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

� � � � � � � 	
���
������� ������������� ���������� ���� ����	

�� f(x) ��������� �� [a, b]� �� ����� ������������ ����� ����������
� �� ������� �� �� ������ ��������� ������� [a, b] �� ������������
�������� �� �� ������ ����� ξi�
�������������� ����� ��������� ���	
�� �	 ����	 f(x) > 0 ����

���
������� �� ���� ���� ���������� 
����Mi 	�	�
�	 �������	 ξi�
������
��� � �������	 f(ξi)�  ���!���	 	����� ��� i = 1, 2, . . . , n ����
�����
 ��"��� #����
����� ��	���$�%����� &'
������� ����(�
��
�$��%��	 ����� 	������ ��"��% �
������
�� )�$���� ����������
#
��� ��	���$�%������� ��� �������������� ���������� ��
�� ��� 
������� � 
��������  ���! �
�" #������� Δxi ���"��� �����$� %����&
	�������� ����"��� � ����! y = f(x)� ������' ���������( %����&�
 ����! ��)&��! ������������� ����
���� ����� ������������� ����*
���� 	������

+� �����" 
�����"�  ���� ���&������'��� %�� $�� )����� � ������*
��
 �� ����� ����������&( ������� ����
� �&��
��' ����
���
�����

 �����'! ��������������� �������� 	������� ������,��)��(� �� �����	
��  �!����"#�����
�� -�� 
�
�� � ��� �� ����������&( �������
����� ���������! ������,��)��( F (x) �� ���) � �������������.

b∫
a

f(x) dx = F (x)|ba = F (b) − F (a). 	�����

-��� � �� ��� � � #�( %������( ��
� ���')� ��
���')���'
� ��
���� �
����&� ��������.

... ...

M
1

M
2

M i

M n_1

M n

ba

y

0 x0

y = f(x)

s1 s2 si sn−1 sn

x1 x2 xi−1 Δxi xi xn−2 xn−1 xn x

ξ1 ξ2 ξi ξn

���� ����



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

�� ��� �	
���� f(x) 
 ���	���� 
��������

��� �
��������
���
�� � ���������
	� 
���� �������� � ���
���
� �	
���� !

"� �
�#
�� �	
���� f(x) ����
� ������ 
� ���������

�� ��
#
��
�
�$��� ��#� xi� �� � �	
���� ����
� � ��� ��������

% ��� ��	#�� �������	���� ������$

� ����� �
��������
���
&
� ��
���
� 
� ������������� ����
������
�' �	
���� 
��������
��� �������� ����$
����� 
������ �
���#�
����

&�
�� �� ���� ��������� ������' ��$� ���� ����������
 ��� ��#��(
�
�� �
������� � ����� ��	#�� ������� ��������	�
�� ���
�����	��

�� ��
���� � ���� �����

��� ���� )���� *'������ +�� �������� �����
��#���
� �
������ �� ���$
�' �	
���� � �
��������
���
���#�
��
����������,�� ���� 
������� #�
�� �����

- � � �  �� %�#������ �
����� I =
1∫
0

e−x2
dx � ����.
����� 10−4�

%�������	��� �����$
�� �����

�� � ���/

ex = 1 + x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .

��������	 ����
��

 ����
��
 � ���
�		 x �� −x2� �������
� ���
��
���  ��


I =
1∫
0

(
1 − x2 +

x4

2!
− x6

3!
+ . . .

)
dx =

= x− x3

3
+

x5

5 · 2!
− x7

7 · 3!
+ . . .

∣∣∣∣
1

0

= 1 − 1
3

+
1
10

− 1
42

+ . . . ≈ 0.7468.

0�� 	
�������
��� �������� ������ ������
� ��� ���� ��	(
#��� �������� ����� ���	�

��� �
���������
��� ��
���

� 
� ��(
����������� ����
������
�' �	
���� � ����,�� �
���������

� 
�
���#�
��� *���� ������������� �������� ������$

� ���
���
�����

�' �
����� ��
#
�' �	���'

b∫
a

f(x) dx ≈

n∑
i=0

αiyi, )1�"1�

�� yi 2 �
�#
�� �	
���� � 	��� �
���������� αi 2 #������ ����(
����
��� 3���
�.
� )1�"1� 
�������� ���������
�� �����	��� � ��
������ #���� 2 ���������
�� ������� � ���������� �� ������� 


�����
��	 ���������	 �����
 �
���� ����
����� ���
��������	
�����������
 ��������  �
���� ��	������������ ����
!�"� ���
������ ����"�� � ��#



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

���������	�
 ����� ��	 ��������� � �	����� � �	�������	�
����� ������

n∑
i=0

αiyi =
n∑

i=1

σi,

��� σi � ��������		�  	���	�� ��!��� "����	���	� #�����	��	�
�����$��% ���������
!�� "����	���	�� ��� #� [xi−1, xi]� ���������
�	
�	 �	�	
�� σi = si ��� ���		�	� ���	�� 	��� ξi � ���&'�� � �����
������ ��� ���������� ���������	� ����� ����� ����	������	���
�	������������ �������� ���	�� �! ���	���� "�	�������# �����	�
�!����

(������ �������% �� # �������	�
 �������		� �	������� ���)�*
�) �	��� ���#�����#��  �����+ �������	�� ��!��� ,����% �������	��
����� ������		� ���� � �� �� -�.�	��  ���� � ����� ��	��� #���	�/
�	������� ��#�� ���	 ���� ���� � #	��	� ���� �����	 # �����*
��	�
 �������		�/ �	��������

�� ������ 	
������������ � �
�	����� 0�����.�� ����� ���*
��		� �	��������	�) )��)���) ����� �����	
�������� 1	 	������*
����		 ����� ���  ���	� �������		� �	������� �	�������	� ���*
�� ������� 2 #������� ���# ξi ���� ���������) ����� �ξi = xi−1� ���
������ �ξi = xi� ���	�$� "����	���	�/ ��� #�� 1� 	���) f(xi) = yi%
Δxi = hi% ������� �����
!�� ����	�� ������ �����	
������� ��*
�������		 ��) "��/ ���/ �������+

b∫
a

f(x) dx ≈ h1y0 + h2y1 + . . .+ hnyn−1, ����3�

b∫
a

f(x) dx ≈ h1y1 + h2y2 + . . .+ hnyn. ����4�

5��# ���������	�		�� � ���� ��	�� )��)���) ��� ,����� ��)*
�����	�#�% ����� �
!��  	���	�) ,�	#$�� � ����	�/ ��#�/ "����	*
���	�/ ��� #� �� ���	����� 	�����+

b∫
a

f(x) dx ≈

n∑
i=1

hif(xi−1/2), ����6�

xi−1/2 = (xi−1 + xi)/2 = xi−1 + hi/2, i = 1, 2, . . . , n.

2 ����	��.�� �� ����� ��)�����	�#� ����� �	����� �����	��
������� �	 �!� 	� ������) ������� ��������

2 ��������		�/ �����/ ��)�����	�#� ����� ����) �	���� ����
����� �	�����)$�)+ 	� #���� "����	���	� ��� #� ,�	#$�) f(x)



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

�������	
�� ������
�� ������	��
� ��������
 ��	�
�� ������	��
�����  �� !��� ����	"# $�
� ��%��� ����$����
���� ��	�
���� ����
����
��� ���	"�$	
�� �� ����	"
� !�
�
��	���& �����%��#����$� '	
���� (�) $
�&�� ��
"� � ���� %�������	�#��
 *���&�$�
 ����� ���
����� � !�
�
��	���� �����%��#���	�� ������
 ����$
���$��� ������
�	� �(�)+�� �(�),� � �(�)-��

����������	
������#��
� ���
�������
�������� �� 
� %�	��������
��� y = f(x) ��
"��	$�
�� $ $�"
 ���	���� ��
"����
� ����
�� (xi, yi)� . !��� ����	
 ����	"# $�
� ��%��� �������
��� ���	"�$	
��

0

y

xi−1 xi−1/2 xi x

f(xi−1/2)

(xi−1, yi−1)

yi−1

hi

σi

(xi, yi)

yi

���� ���� ��	��
���� σi  ���
����� ��������
����� � ����

�����

�� ����	"
� !�
�
��	���& �������
���&
��	�
��� ����� (�)��  ���	"# �	�"�� �	���
��	�
��� �	$�	 �����$
"
��� ���������
����$	��� �	 $�����/

σi =
yi−1 + yi

2
hi, i = 1, 2, . . . , n.

0��	"�$	 $�
 !�� �	$
���$	� �����	
� ����
���� ��	�
��� "� ����
���%� ���
%����$	�
��/

b∫
a

f(x) dx ≈

1
2

n∑
i=1

hi(yi−1 + yi). �(�)1�

.	���� �	����� ����	
� �	������
��
��& ������ $�
�� �& ����
�
��
 ���
����
���� ���
%����$	��� � ���������
*	%�� hi = h = const �i = 1, 2, . . . , n�� 2������ �����%��#����$ �
��	�
��� $ !��� ����	
 ������	�� ����$
���$
��� $�"

b∫
a

f(x) dx ≈ h
n∑

i=1

f(xi−1/2), �(�)��

b∫
a

f(x) dx ≈ h

(
y0 + yn

2
+

n−1∑
i=1

yi

)
. �(�)��

3	�������� ����
� �����#��$	�� !��& ������ ��� ������ ��
�
 "�
�����
�*
%� ���
%�	�	� "�����	��
%� �	��
 �
����
"��$
���
 $�����
�
��
� 4	��� ����
� ���$���� ��	$���# �
���#�	�� �	��
��$� �����
���

�	�������� ������	���

 � � � 
 �� .�������# ���
%�	� I =
1∫
0

dx

1 + x2
�



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

���� ����	
�� ��	� ����������� �� ��
���� �������

I = arctg x|10 =
π

4
≈ 0.785398.

���������� ����
�  �� ����������  ����	� ����	
��� ��
���� �
���!
�	������� � �
���"�#� $���%��� ��
��� ����	
�
������ [0, 1] ��  �����

����& �����#� n = 10' h = 0.1� (������� �������� �� ����	
�����#
���"�� yi = 1/(1 + x2

i ) � ����& 
��%����� xi = xi−1 + h' � ��)�
� ����"���& ����& xi−1/2 = xi−1 + h/2 �i = 1, 2, . . . , 10� ���%�� �� ���

� � � � � � � �� �

i xi yi xi−1/2 yi−1/2

0 0.0 1.000000

1 0.1 0.990099 0.05 0.997506

2 0.2 0.961538 0.15 0.977995

3 0.3 0.917431 0.25 0.941176

4 0.4 0.862069 0.35 0.890868

5 0.5 0.800000 0.45 0.831601

6 0.6 0.735294 0.55 0.767754

7 0.7 0.671141 0.65 0.702988

8 0.8 0.609756 0.75 0.640000

9 0.9 0.552486 0.85 0.580552

10 1.0 0.500000 0.95 0.525624

*� ��
���� �
����	������� ����+� �������

I1 = h
10∑

i=1

yi−1/2 = 0.1 · (0.997506 + . . .+ 0.525624) = 0.785606.

*�	
�,����� � ���������� ����	
��� ����������ΔI = I− I1 = −0.00021
����� 0.027 %�� ��������� ��
���� �
���"�# ������' ��&� ��

I2 = 0.1 · (0.750000 + 0.990099 + . . .+ 0.552486) = 0.784981.

*�	
�,����� � ��� 
���� ΔI2 = 0.00042 ����� 0.054 %��
-��� �%
����' � 
������
����� �
���
� ���,�. �������� �����!

����� ����	
���  ��� ��
���� �
����	�������� ���' �� ��
��# ��	�� '
���)� ����# 
��������' ������� ��
���� �
����	������� ����������
����
����"�. ������	� ��
� � ������� / ���������.�' � �� �
��� �
��
���� �
���"�# ���������� ������ / ����#��. ����
����"�.� *���!
,���� �������� � ��� �%0�������� �����%�� ���������� 1�������
��&



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

������	
 σi� ����������� ����	��� ������� � �	��������
 ����	 xi−1/2

���	��� [xi−1, xi]� ���	���� ��� �����������	 ������ ��������������� �
���	 � �!"# ��� � �!$# ����	�	� � ����	%���� &��		 3 %�

' �� $ ��������� ��� ����	%���� ���	����� ���	���������� ���	�	��(
	�� %���� ���&�	���� )�	��%�� *��� %��� ��+�� ��&���� &���%	
 ���(
����� ,������ ��	�������� ���� ���	� �	 �	��� �����+��� -�� �������
������ � ��&������ ���	� ���.������ ��� �������� ������������� ���(
�/� ���+	���� ���	�� ,��/%	��	 ������� ��+	� &/�� � *��� ����	
��������� �� �	� ���/%	��� �	�	�� �������	�/. ���	����������/.
�������	���� 0������� ��� ����. ���&� ���	����� ���	����������1
�����������	 �����������
 ���	�������� ��	��� 2������# � ���	���(
��������	  ������� ���
����

�� ����� �	
����� 0���&�	� ���	��� ���	���������� [a, b] �� �	�(

0

M i
M i

_
1

M i+1

y

xi−1 xi xi+1 x

y = ϕi(x)

σi + σi+1

2h

���� ����

��	 ���� n ����/. ���	
  %���� h� ,� ��+(
��� ���	��	 [x0, x2]� [x2, x4]� . . . � [xi−1, xi+1]� . . .
. . . � [xn−2, xn] ���/��	�������� ������� f(x)
���	��� ���	����������/� �������	��� ���(
��
 �	�	��1

f(x) ≈ ϕi(x) = aix
2 + bix+ ci,

xi−1 � x � xi+1.

3�*�����	��/ *��. ��������/. ��	.��	��� ��(
��� &/�� ��
�	�/ �� �����
 ���	���� �����(
��	�� � �����. xi ����	�������� ��&����/�
����/� yi� ' ���	��	 ϕi(x) ��+�� ������� ��(
�	����������/
 �������	� 4�����+� �����
 �	�	��� ���.�����
 �	�	�
�����Mi−1(xi−1, yi−1)�Mi(xi, yi)� Mi+1(xi+1, yi+1)1

ϕi(x) =
(x− xi)(x− xi+1)

(xi−1 − xi)(xi−1 − xi+1)
yi−1 +

+
(x− xi−1)(x− xi+1)
(xi − xi−1)(xi − xi+1)

yi +
(x− xi−1)(x− xi)

(xi+1 − xi−1)(xi+1 − xi)
yi+1.

2���� *�	�	�����/. ������	
 σi � σi+1 ����  � # ��+	� &/�� �/��(
�	��  ������� ���	�	�	����� ���	������ )���/��� ���	���� xi+1−xi =
= xi − xi−1 = h� ������	�

σi + σi+1 =

xi+1∫
xi−1

ϕi(x) dx =
1

2h2

xi+1∫
xi−1

[(x− xi)(x− xi+1) yi−1−

− 2(x− xi−1)(x− xi+1) yi + (x− xi−1)(x− xi)yi+1] dx =

=
h

3
(yi−1 + 4yi + yi+1).



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

������	 
��� �������	 ��	 ������� ������
������ �
���� [xi−1, xi+1]�
����������� ���������� �������	�

S =
h

3
(y0 + 4y1 + 2y2 + 4y3 + 2y4 + . . .+ 2yn−2 + 4yn−1 + yn).

������ �������� ��	 S ������
�	 � �����
�� ������	 �������������
�
�������

b∫
a

f(x) dx ≈

h

3
[(y0 + 4(y1 + y3 + . . .+ yn−1) +

+ 2(y2 + y4 + . . .+ yn−2) + yn] . ���� !

���������� ���
��"��� �������
�	 �������� �	�
��� � ��������

�����

#
� $������ ����� �����
%  ����� �����&��� ������� ������
'
��� ��������� ��
��� 
����() �� ���&��	* �
����� [a, b] �� ���
 �
"���� h  2h � ���&�������� $����� ��	������%����  
����()
���� �� +!�

,����� $������ -������ �������.
 � ��������� ����(���* �'
������� / �
�� ������ ���� �
������ ���&��	 n �������%�� ��� �&	��'

��%�� ��
��!�  $������ -������ ���
 ��

b∫
a

f(x) dx ≈

h

6
[
(y0 + 4(y1/2 + y3/2 + . . .+ yn−1/2) +

+ 2(y1 + y2 + . . .+ yn−1) + yn] . ����0!

1���� ���
%� �
� $������ ����0! �������
 2 ���� !� ��� $������ ���� !
�����
% ��	 ���� �
������ ���&��	 2n  "��� h/2�

� �  � � �� /����
% �� ��
��� -������ �
����� I =
1∫
0

dx

1 + x2
�

3�����	 $���( �� n = 10� h = 0.1 �������� � 
�&�� ����
�����		 $������ ���� !� ��*���

I =
0.1
3

[y0 + 4(y1 + y3 + y5 + y7 + y9) +

+ 2(y2 + y4 + y6 + y8) + y10] = . . . = 0.785398.

4����%
�
 ��������� �
��������	 � ����%������� ��
��� -��'
���� �������	 �������.5� � 
����� �������� �"��
% �����5* ($�!�

6�� � ��������* �����
��� �������	 ������������� �
������
�� ��
��� -������ �����
����� �� ��� ��7� / �����
�� �*����* �����*
����.
�	 ����(� �
����� �
��������	 [a, b]� �����"���
% ε� 8 
����
$������ ��	 �������	 ������) �����
�����%��) $���( y = f(x)�



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

���� a� b� ε

n = 2� h = (b − a)/2�
I2 = h[f(a) + 4f(a + h) + f(b)]/3

I1 = I2� I2 = 0�
n = 2n� h = h/2

��� i �� 1

x = a + ih� I2 = I2 + f(x)

�� n − 1 	 
��� 2

��� i �� 2

x = a + ih� I2 = I2 + f(x)

�� n − 2 	 
��� 2

I2 = h[f(a) + 2I2 + f(b)]/3

�� |I1 − I2| < ε

����� I2

��	� ���� ����� ���	���

������	
	���� ������ [a, b] �	����
�	��� �	 ��� 
	�� � �	��� h =
= (b− a)/2� ��
������� ��	
����
�����	�	 I1� ���� 
���� �	���
���	��	���� ��
������� ��	
����
I2 � �	��� h/2� ������� ����
	���
�
�	 ������	��� � ���� |I1−I2| <
< ε�  ��� !� ������� �� ��������
��� �����"��� ����� ������� �	�	
�����	� � � ��

#����� 
� �����	������$
�	 ���� ��% 	������ �� ������
�� ����	�����& ��� ��
�������
�	'���� ������'���� I2 �� �������
��(�� ��	
���� )���*�� f(x)� �'�
�	$������ �	 �������+�� !	���
,���� !������
��� 	������� ���
�� �	�������� � �� -�

�� ������	�
��� �������
�

#���� �� ������ 
��������� ���
�������	���� �������� !))�����
��� ��� ����� ���	��
����� 
���
�� ������ ������� ����� ���	
�

��� ��������(+�$ ��������*�(
���	$�	�� .��� ��� /� 0 �� �� 12�

3	������ ������ ���������	�
��� [a, b] �	 n 
	��$ �
�	�� xi�
����Δxi = hi .i = 1, 2, . . . , n2�4	 �	'���!�����	���������� �������
������ ��������	����( )���*�( f(x) � ����+�( ����
������ ���	$�	&

ϕi(x) = ai + bi(x− xi−1) + ci(x− xi−1)2 + di(x− xi−1)3,

xi−1 � x � xi, i = 1, 2, . . . , n.
.���/2

���	'���� ��� �����	�	 �����	��� � ����

I =
b∫
a

f(x) dx =
n∑

i=1

xi∫
xi−1

f(x) dx ≈

n∑
i=1

xi∫
xi−1

ϕ(x) dx. .����2

5�������� ���	'���� .���/2� � ������	� ��
������� �����	��� �	"����

I ≈

n∑
i=1

(
aihi +

1
2
bih

2
i +

1
3
cih

3
i +

1
4
dih

4
i

)
. .���%2

6����� ��
������� ��!))�*����� ai� bi� ci� di ����	� � ��� /� 7����
���� ������ 
� ai = yi−1�



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

������	
	 	 ����� 	������
� ��� ai� bi� di� ��� ������� ����� �����
���	
�� 	 ������� ��� �����
 ���
! ��� ���	 	
��

I ≈

1
2

n∑
i=1

hi(yi−1 + yi) − 1
12

n∑
i=1

h3
i (ci + ci+1). ���"�

�������� ��� 	� 	
�� ��������� ������� �
�� �� �� �� ������ ��
�
������� �������	���� ����� ����
�� 	 	��� ����!��! "��#���$��
��#������ �������! ���"$��� �� �� 	 	��� "	�������! ������ ��#��

 ��
�������� "�%���$������� αi� &� �
��� ��	���� 
���!��	 ��"��
���
��	����� ��	�������� ��
"�� "� "�%���$����� αi ��	�
�� 	 %���

����� �� 	
�� �������! yi�

�� ������	�
�� �
��		��� �	���������	��� ��
 	� 
����


��
��
�����$� %�� ��
� 
���$���� �� �	���������& ������� ��#�� ���
��������� ��$��'�����

R =
b∫
a

f(x) dx−
n∑

i=0

αiyi.

��� ��	�
�� ��'��� ��#������ � ����������
��	�� 	 	���R = O(hr)�
( 
����� ���������� '��� ����� ����� h = maxhi� hi = Δxi� )�" � 	

����� ��
������� �������$��	����� ��"������ 
������ r ����	�*�
����������	
���� �����! "	�������!������ ���� ������� ��������
)	�������� ������ ������ #�� 
�
��	���� ��"�� �#����� ���#�
��� �*#�! ����������! �� ����"� [a, b] ���"$�� f(x) �� h → 0
�n → ∞� �������� ��������� ���������� ����� ��
������� �������
�	����� 
������
 " ��� ������� �������*� +�� �������� 	���������
���	��
�	� r > 0�

��$��'����� R� ����������( ��
 
���$�
��	��

 ����)

 �� ����%�
�� [a, b]� ����� �������	
�� 	 	
�� ����� ��$��'�����& ri� ����������!
�� ������ ������������ ����%��*

R =
n∑

i=1

ri, ri =

xi∫
xi−1

f(x) dx− σi. ���+�

���� 
� 	������
� ��� ��$��'�����& ������ ������$����
��	 
 ����
��)
& ,��
'�� ��%�����
� ����)

 y = f(x) 	 ��� -�&���� �� ����%�
�� [xi−1, xi]*

f(x) = yi−1/2 + y′i−1/2(x− xi−1/2) +
1
2!
y′′i−1/2(x− xi−1/2)2 +

+
1
3!
y′′′i−1/2(x− xi−1/2)3 +O(h4

i ). ���.�

,����
��  �� ��%�����
� ���.� ����� ����	��� �� k�� ���$������ ���

�
 	 ���� ���$����� ���
%	����( y
(k)
i−1/2 %����
�� �� f (k)(x∗)� $�� x∗ /



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

�������	
 ����	 ������	 [xi−1, xi] �	�������

f(x) = yi−1/2 + y′i−1/2(x− xi−1/2) +
1
2!
f ′′(x∗)(x− xi−1/2)2.

������������	
	 ��� �
�� �
	���	
 ����� �� ������� [xi−1, xi]� ���
�����

xi∫
xi−1

f(x) dx = yi−1/2

∣∣∣xi

xi−1

+
1
2
y′i−1/2(x− xi−1/2)2

∣∣∣xi

xi−1

+

+
1
6
y′′i−1/2(x− xi−1/2)3

∣∣∣xi

xi−1

+
1
24

y′′′i−1/2(x− xi−1/2)4
∣∣∣xi

xi−1

+O(h5
i ) =

= yi−1/2hi +
h3

i

24
y′′i−1/2 +O(h5

i ). �����

��
 �����	 ��
������������ yi−1/2hi = σi� �� !�	

rпр,i =
h3

i

24
y′′i−1/2 +O(h5

i ) =
h3

i

24
f ′′(x∗). �����

��
 �����	 ��	��"�# σi = (yi−1 + yi)hi/2 $%�� ��� σi� ��
 ����
�	#��� yi−1 � yi �� ����� ���� �	��� � ����� x = xi−1 � x = xi

 ������ ��������  ��&�� ��������%� �%�	&���
 � �����&�� �'  ����
�	 hi/2(

σi =
yi−1 + yi

2
hi = yi−1/2hi +

h3
i

8
y′′i−1/2 +O(h5

i ).

)� *����  �����+���
 �%�	��� yi−1/2hi � ��� �	��� � �����(

xi∫
xi−1

f(x) dx =
yi−1 + yi

2
hi − h3

i

12
y′′i−1/2 +O(h5

i ).

,� !�	

rтр,i = −h
3
i

12
y′′i−1/2 +O(h5

i ) = −h
3
i

12
f ′′(x∗). ��-.�

$%�	&���� ��
 �����+�� �� �����	 ��	��"�# ��-.� ��&�� �������� �
������  �� �/��� �������������	� �� ������� [xi−1, xi] ��������
"���0
�%# ��������� 1 ������ � �	������� ����	 �2-3�

�������� ������� ��������������	 � ��
������ ����� ��������
���������� ��	���
� 
����	���� � �� ��� �� '	�	���� �����+�� ��# *��'
4����� 5	�  ������ �� ����� � ��-.�� ��	��%# ���� �����+�� �� 4�����%
��	��"�# ����� /���+� �� �����! � ����� �����# ��	� �	 � ���	���
*���� ��&�� �	�� 	�� ���������!4������ ��
 �%�� ����
 �������������



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

������	
	 � ���
���	���� ��	����� Iпр � Iтр� �����
����� � ����	�
������
����� � ��	������

I ≈ (2Iпр + Iтр)/3. ��� !"

#���$���� �
������ %���
� ���	���

ri = (2rпр,i + rтр,i)/3 = O(h5
i ).

&������ �'�������� �� %���
	 ��� !" ���	�	�� � ����!" ( %���
�
)�����	� �	���	��� � ��*�+ �
���
�� ��������

#����
,�� ������ $	� �	�'����� ��������� hi = h = const �i =
= 1, 2, . . . , n"� � ����� ����$���� ����	 ������
����� �	 ����-
�� [a, b] .�
	�� �����" � �����"�

|Rпр| =
∣∣∣ n∑
i=1

rпр,i

∣∣∣ =
h3

24

∣∣∣ n∑
i=1

f ′′(x∗,i)
∣∣∣ � h3

24

n∑
i=1

|f ′′(x∗,i)| �

� h3

24

n∑
i=1

M2 =
h3

24
nM2 =

(b− a)h2

24
M2, ��� /"

���
M2 = max

a�x�b

∣∣f ′′(x)∣∣.
#�� ����� ��� /" �� ���
���	
��� ���	�������

|a1 + a2 + . . .+ an| � |a1| + |a2| + . . .+ |an|.
0�	
���� ��� /"� �
� ����	 ��	����� �����

|Rтр| � (b− a)h2

12
M2.

1
� ����	 )�����	 ����2" �,� �
����� �
���+*�+ ����� �-
���$�����

|RС| � (b− a)h4

180
M4,

���M4 ( �	������ ���
� �������� �������� %������ f(x)�
)�	���� ����� ������
����� � ��	����� � ����� )�����	�

������� �� ��
����� '
	�	�� '
�� ������ ������ ������ (
���������� � � ����� �	� ����� ������
����� � ��	�����( ������

1
� 	�	
��	 ����$���� ���������	��� � ���
���	���� ��
	���
�	������� %���
� ����3"� #����� �
�� � �� ��	�� �	��� ���	�	�� �
��	�� �	���+%���
� ���/4" �
� ����	 ��	������ )
���	��
��� ����
�
�� �	�	��������� ���	��� � ����� ��	������ ����+ �	�� ���
���	-
��� ��
	����

5	� �
����� �� %���
� ����/"� �6%%������� ci ���	,	+��� �����
����� ��������� ϕ′′

i (x)�

ci =
1
2
ϕ′′

i (xi−1) ≈

1
2
y′′i−1.



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

��� �����	
�� ������ ������ �	� ������ ����� �����	� �������

h3
i

12
(ci + ci+1) ≈

h3
i

12
y′′i−1/2.

��	����
 ��� � �� ������� ���� ���!"��# ��� $�%�� �  �����	� ���&
�����#  �����' $��� ����	������� ��	����#  ���������� ��(��)&
���� ����� �����	� ��������� *�+� �� �����# ��� ����$ ��	����#  � 
� ����$ ,������# ����� ��������� ���
$� ��������

-��������� ����� ����$� ���	��(� ���(�������
# ���$� ����&
����� �. $��������� � �$����� �� /'%�
 ����� � �� �(� ������

��������������� ����$ ��� �	����������������� ��� %�	�)�#h2y′′
�	� h4yIV0 1�� ������� �� ����� �� ��� y = f(x) � ����$��
 �� �����&
��$�.�

��������� ��	
������ ���������� ������������� ����� ���������
����	���
� � ��������� � ������������� � ���� ��� �������� � ���
����	������ ����� ������� ���������� �������� ��
� 	������ ���
����� I1 � I2� ���
������ ��� �	 ������ ����	! [a, b] ��������������
� "��� h � h/2� #��������� ������� ����� ��������� � ��� ��
���
��������

$���� �� 
������� ��
�
% ����
 
�������� 	������ ������� &
������� ��	
���� '� ��� ��	�������� �(����� �����"����� O(hr) ���
��� � 
!	���� ������� 
�������� ��	
������� )���� ����������
�������������� ��� �	 ��� �	������ "�� �	 ����� h1� h2� h3�
������ �� ����"���� ���������* h2/h1 = h3/h2 = q +�������� ���
������� "� ������ q = 0.5,������ � ����	����� ���	��(� ���(����&
���
 ��	���� �����
 ���(��	� I1# I2# I3� 2�($� ������� ������
���(��	� �����	
���
 �� �����	�

I ≈ I1 − (I1 − I2)2

I1 − 2I2 + I3
,

� ���
$� ������� ����	������(� ����$� ���	��(� ���(�������
 ���&
������
 �����)����

r ≈

1
ln q

ln
I3 − I2
I2 − I1

.

3������ �����
 ���(��	� ��+� �� +� �����$��� ����$�� -�(� 4
-��%��(� ���� 5 �# �� ���

�� ������	
�� ��������� 6� ��	��� ��(��)����� ����$�� ���&
	��(� ���(�������
 �	�$���# ��� ������� ��	������. ����	������ ��&
�����  � �� .��� ���� ������
 ��$���(��	��� �� ���# �� � �� )�(�
���(�������
� 7�$�� �������# ��� ��	���� )�(� �� ��$���� ��� 8���

��# ��� $	
 $����+��
 �������� ������� ��� ���(�������� �	�%�
��
'9���
 �� ��� )�( ��+� ��%����� %�	�)��# ��� ��� ���(����&
���� ��� � ��
'9�.�
 �� ����

� ���� ����	
� ��� ������
��



�� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

�� �����	�
 �
�
�� ����
������ �����	� ���� �����
�������� �����
�	��������� ��	
����� �� ��������� ������� ��
���� �����
�
�������
��� �������������� �
���� ����� �
��������� ����������� ���������
����
������ �
� ����
�� ��� ������������� �
��������������� �� �
��
����
 ��������� �������  ���� ����
���� ������!��� ��������
�	
� "���������������
���#� $�� �������!� ������� 
����� ��������
%��� �����
�
������ �� ��������� ������� ��
���� �����
�
�������
��� ���� �����&����� ����%��� ��%����� �
��� ��� ����
� ��������

��������� 
������� '����
����� ��� ���� ������ ����������� ������
�
� ������� ��������
������ ������ y= f(x) � ���� ��
���� � �� �
��������� �����

'
��
����� 
�����!(�� ���������� ����
��� ���������� �����
�	

������� ������ ������ � ���� ������
���� ����
��
���� �����������	
���� ����������� �����!��
�� '����������� ������� �
��
���� ������
�
����� ��
���� �����
�
������ a� b� �������! �����!��! ���
�%	
����� ε � ���������� ���� �
��
���� ��� ���������� �������� �����	
���
������ ������ f(x)� '
��
���� ��������� �������� �����
��� I �
�������� ���
�%�����! ε� �� ��∣∣∣∣∣∣

b∫
a

f(x) dx− I

∣∣∣∣∣∣ � ε. ����� 

)��������� �� ��� ������ ������ ��&�� ������� 
������� � ��	
������ ���
�%�����!� '����� � �
��
���� ��&�� ���� �
������
�	
�� ����(���� �����������! � �������&������ �������� ���
�%������
*����
�� �
� ���� ����������� � ����������� �����&��� ��������!� �
�
��
���� ������ �� 
�����! ���������

)������
�� �
����� 
����� ����������� ����
����� '�
��������	
�� ��
���� [a, b] 
�������� �� n ������� + �������%�� ��&��� �����
��������
��� ��
���� ����� ��������������� �������� $������������

�������� ��
���� ������� �� ��������
������ ������ � ���������
���
�%����� ε�

, ��&��� ��������
��� ��
��� [xi−1, xi] �
������� ��
���
���������� �����
�
������ �
� ��� 
�������� ��� 
���������� '��	

���� �
����&���� I
(1)
i � I

(2)
i ��� �����
��� �� ���� ��
���-

Ii =

xi∫
xi−1

f(x) dx. ����� 

'�������� �������� �
�������� � �
������ ����� �� ���
�%������
.��� ���
�%����� ��������� � ��������� �
������� �� ���� �� ����
�
����&���� �
��������� �� �������� �����
��� �� ������ ��������
	
��� ��
���� + �
������� ����� �
�������� �������%�� ������� ��	

���� � ���������� ����� �
����&����� / ����! �������� ��%������



� �� �����		
� �	����
��	�� ��

������� ��	
� ������ ������������ ��
�� �������� 	���� �����������
���� ��	�������� ���	��� ���
��� � ��	
�� ����������� ���������
��������	 ��� 
�������� ��������� ������ �� ������� ������� ���

����� [xi−1, xi] ������ �����
��� �� �
� ����   ���� hi/2 � 
����!��
�������� I

(1)
i � "���� 
����!�� I

(2)
i   ���� hi/4	 I

(3)
i   ���� hi/8 � �� ��

"������ 
���#���!

I
(1)
i =

hi

6

[
f(xi−1) + 4f

(
xi−1 +

hi

2

)
+ f(xi)

]
, ����$�

I
(2)
i =

hi

12

[
f(xi−1) + 4f

(
xi−1 +

hi

4

)
+

+ 2f
(
xi−1 +

hi

2

)
+ 4f

(
xi−1 +

3hi

4

)
+ f(xi)

]
, ����%�

I
(3)
i =

hi

24

[
f(xi−1) + 4f

(
xi−1 +

hi

8

)
+ 2f

(
xi−1 +

hi

4

)
+

+ 4f
(
xi−1 +

3hi

8

)
+ 2f

(
xi−1 +

hi

2

)
+ 4f

(
xi−1 +

5hi

8

)
+

+ 2f
(
xi−1 +

3hi

4

)
+ 4f

(
xi−1 +

7hi

8

)
+ f(xi)

]
, ����&�

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

"��'� ������! ������� ������� � 
�������! ���������( �������)

I
(k)
i � I

(k+1)
i �k = 1, 2, . . . � ������#���! �� ��( ���	 ���� �( ������*

����� �� ���* � ��������) �������) 
������� δi	 ��
�!+�) �� ε � h,∣∣∣I(k)
i − I

(k+1)
i

∣∣∣ � δi. ����-�

.���������! ���'����� ���
����! ��! 
�( n /����������( �������
�

0������� I =
n∑

i=1
Ii ���������! 
 �����
� ������� �������! ����������

1��
�! ����-� � ���
���
�2+�) 
���� 
������ δi �������
�2� 
�����
����� ���
�! �������
3 � � � � � � � �� �������� �
����*	 ��� 
 �������( ����$� 4 ����&� ����

����! ����'�� f(x) 
� 
��������( �����( ������� [xi−1, xi] ���
�) ���
��!
�!2�! 
 ����	 ����2�����) 
 �
�������� �����	  ��/���'������ 4�
0 �������( ��! ������2+�( ������#���) �� #� �������� 
(��!� 
 ���
��  ��/���'������ 2� 5��� ���� ���
��!�� ��������
��* ���'� �������

����*���� ������! ������� [xi−1, xi] ������� ���	 ����� ��� ��(�#�����
������#���! I

(k+1)
i �������! ����'�� f(x)	 
��������� ����� ��� ���

(�#����� �������+�( ������#���)	 ����
� �� 
����!��*� ��������	
��#�� �����*�� ���������* ���� �������) ����'��	 
��������( �� ���
��+�� ���	 ���� �������) ����'��	 
��������( �� �������+�� ���	
� ���#� ���� �����( �������(	 ��!+�( 
 �
�������( �����(�

��
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 ��� ������ ����� ���
���
����� ����
��� �� ���

������� �	
��� � ����� ������ 
	� ��
�� ������ �����
�����!�
��� "���#�� ��
������#������ ����������� $�����%� 	 ����������
�
����� ��
����������� �� n ����� ��	
��� &����� ���	� "������ �	�
���!�� 
 �������� �����
�����!��� "���#�� � ���� ��
������#�� � ���

�� 
	� 
������ ��� �	� ����������� ����
���� 	
����� 1)' ����	���� �

��	�� ������ (����	
! "����� ��	
�
 	 ����������� 	
����� ��
������#��

������ ���������� 2)�
����� ���� �� �����������
 ��������� �
����� ��
����������� ��

������ �����%�
��� )������ ��	������� ��
����������� ��
������#��
������ 
��� ���
	� 
�����' �
��� ��� �������� �����	��� ��������

����	
� ��� �������� ��	�� ������ *��� � ��+""�#���
� "����� ��	����
���� ��
����������� �����
	� �� �,����� ��������� � ���! � �	
�
����
������ ��� �	� ����������� ���	����!�� ��	���� 	
������

�����������' ���� ���	� ��	
��� 	������"����� -��		�' �	���!�
���
 ���������� .������� ��� ����	����� ��
������� ����

1∫
−1

f(x) dx√
1 − x2

.

&����� ���	� "������ ����
���� 
��' �
� �	� ��+""�#���
� αi � /0�102
������

����� ����� 	�	
��
 � 
��' �
� ��� ������ "����� -��		� �����
	�
�������
��!��� ��������%���� � 	��������� 
���� ��������� �
����� ��
������� ���� 	 ����� �� ��� ���#���

������ ������� ����	
�����
 ��
����� � ����

1∫
−1

f(x) dx ≈ k
n∑

i=0

f(xi). /0�342

&�� +
�� �����
	� 	���� ��� ������5
���
� 
���� x0' x1' . . . ' xn � ��+""�#���
 k 
����' ��� ��
��� "���

���� /0�342 
���� ��� �	� ����������� ��� ��%�� ���!��� 	
������
������ ����� �	���!���
 �� 
��!�� �������� �����
�����!��� "����

#�� � 
���� ���������' �� � �������� �� ���������� �� ����
����� ���
����� �� �����#� �
������

1) ��� ��������	 ��� �
�� �������������� ������� � ���������	 �� ����������
��� ������� ���� ������ �������� ��������� ��
��
������	 ��� ����� �������
���
���������� !

2) "������	 ��� ������� ��������������	 ������� � #��
��� ����$�
� ��
��
���� 
������� ������ %�$���� & '���
�!



� �� �����		
� �	����
��	�� ���

�������	
� ������ ����	
 �
�������� 
����
���	�
��
�� �������	������ �����
� 	��	���� �� ��	���� 
����	
	����
��
�� ������������� 
����	����

�� � 	��� ��� ��� �������	������ �����
� f(x) 
�
 �� 	�
�������
� ������	�! ����	���
! �� ��! ck "k = 1, 2, . . . � ��	���� 
����	
	���#
�
� [a, b] ��	�� 	��	��� � $��� ��� �� 
����	�� �� 
���%�  
������ ���
��&���� � ����� ��	�	������
 
 	��������� ��������%�� '�	
��	( �
��� �� ����) �� �
 	��	��� x = c "a < c < b� 
����

b∫
a

f(x) dx =
c∫
a

f(x) dx =
b∫
c

f(x) dx.

*�� �� 
����
� ��&���� 
� ����+
! � 	���)  ���
 
����	���� ��&��

���������� 	������	����� ��,� �������

�� '� ��� 	���� �����
� ���� � �� 
����
�� ������������ 
����	�
���� '����
�(  �� � ������ �
� ��������� 
����	���( ����	�� 
��%�
!��� �� ���� ������� ��% �	��
�� 
����	
	����
� 
�
 �������	�����%
�����
%( ��	�+�%+�%�� � ������� ����� !��� �� � ����) �� �� ��	����

����	
	����
��

�������	
� ��� ��� 
����	� � ����������� ��	�
��� 
����
���	�
�(
��	
��	 
����	�� �
��

+∞∫
a

f(x) dx, 0 < a < +∞.

-�+������� ��������� 	
���� �� 
����
� ���
! 
����	�����
.�&�� �������� �����
 ������ �	������! x = a/(1 − t)( ����	��

	��	�+��� 	���&���� 
����	
	����
� [0,+∞) � ��	���� [0, 1]� /	

$��� �������	������ �����
� 
 �	��� �� 	�
������� �� ������	���
�	���� ���&�� ���������� ��	��
 �����
�

0+� ��
� 	
�� �����
� � ���(  �� ������� ��� �	��
�� ����������
������	�� ������� �� ����,
�  
���� A ���(  ���� 	
����� ��� ��
�

����	��� ���
 ����� �� 
�!������ �� ������	�) ����) �������( �� ��

+∞∫
a

f(x) dx =
A∫
a

f(x) dx+R, R =
+∞∫

A

f(x) dx. "1�2��

0��
 �����
� ��	�+����� � ������� ����� � ������	�) �� �� x = c
���� ���� ��	���� 
����	
	����
�( �� ��&�� �������� �����
�� ������#
�����( 	������
� �������	�����%�����
% � �
�� ����� ���! �����
)�
f(x) = ϕ(x)+ψ(x)� /	
 $��� ϕ(x) ��	��
 ���( � ψ(x) 
���� ������#
����� � �����) �� ��( �� 
����	�� "������������)� �� ��� ��&�� ����
�� 
���� ����
�
 ���
� 3����  
������) ����� 
���������� ������ ���

����	
	����
� ��	��
 ����) �����

 ϕ(x)� .�&�� ���&� 
����������



��� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

�����	
����� �	���
�
� 

������� �������

b∫
a

f(x) dx =

c1∫
a

f(x) dx+
b∫

c1

f(x) dx+R, R =
c∫

c1

f(x) dx+

c2∫
c

f(x) dx.

����� c1 � c2 � ���	���� ������� � c ����
�
 !� ��� ��� �����	���" �	���
��� ����#�$��� �	���
����

�%�&!�' �
(�� �����
��� �
����� �#��	 �
��%�	�� � �
���')�% �
�
������ ����$!��% ���������	
 ���������	
 ��������
 ��
� ��� �� � ���

�� ������	 
��	������ �������	� 
����	 ������������ ���� ���
�	�������� ����	 ���������� !������
�� ����� ���
�������
 �������
��	
����� ��� ∫ ∫

G

f(x, y) dx dy. ������

!���
 �� ������"#� �����$�� �	�������� %���� ������� �������� �
�
	�� ��

�� &��
����
 ���� ����"� ���� �$����� ������������� G
�������� ���
���������' a � x � b� c � y � d� (� �����
� � ������
 �"��

������� ������� )���*�� f(x, y)'

f̄(x, y) =
1
S

∫ ∫

G

f(x, y) dx dy, S = (b− a)(d− c). ������

+���
 ������� ��� ������� ������� ���$������� ���� ������� )���*��
� *����� ���
���������� �� �� f̄(x, y) = f(x̄, ȳ)� ,��� �� ������ ������

�	������ ��� ���$��������� �	�������� ���"���� �������'∫ ∫

G

f(x, y) dx dy ≈ Sf(x̄, ȳ),

x̄ =
a+ b

2
, ȳ =

c+ d

2
.

������

,������� %��" )��
��	 
���� ���	����� ���� ��$��� �$���� G �
���
�������	� ���"�� ΔGij ����� ��-�' xi−1 � x � xi �i = 1, 2, . . . ,M ��
yj−1 � y � yj �j = 1, 2, . . . , N �� (��
���� � ����" ���"�� )��
��� �������
������
 ∫ ∫

ΔGij

f(x, y) dx dy ≈ f(x̄i, ȳj)ΔxiΔyj .

.�

���� %�� �	������ �� ���
 ���"�
� � ���
 ������� ���"���� ����/
���' ∫ ∫

G

f(x, y) dx dy ≈

M∑
i=1

N∑
j=1

f(x̄i, ȳj)ΔxiΔyj . ����*�
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0

c

a b

{

{

d

y

yj

yj−1

xi−1 xi x

G

(x̄, ȳ)

(x̄i, ȳj) ΔGij

Δxi

Δyj

���� ����

� ������ ��	
� 	
��
 ��
�������� 	����� ���
��� ��� ������������
�������� ����
��� ��� ���� 	
�������� �� � 
����� �
� 	���� 	
��
��
	� � ������� ��
����� ��� ����� ���� ���� !���"�� f(x, y)#

$�%�� ������
�& �
� �������	
� 
����� ������%��� ��
����� ��� ���
��� ����� �"����
	� 	��
������

Rij ≈

ΔxiΔyj

24

[(
b− a

M

)2

f ′′xx +
(
d− c

N

)2

f ′′yy

]
.

'������� �
� � ��%��� �� �	� ������ � 	��
�� �	 �� ���(��� ��������
� ��& ������� �"��� �������	
� �
��� ��� � ���

R = O(1/M2 + 1/N2) = O(Δx2 + Δy2).

)���� �������& !������ ������ ��
 �
���� ������� 
����	
�# *�� �����
���� �������	
� ��%�� �	��������
� �� ��  ������ ��	
��� 	��
��� �����# +�� �
�� �� ��%��� ������� ���� �������
 � ���������
��	�� ���& 
# # �
�����M/N �	
�
	� ��	
���� �#

,	�� ����	
� G ��������������& 
� � ��� 	�����  "�	��������
����	
� � �������������� ���� ��
� 	��
�
	
���(� ������ ��������
���# -������& ��	
� ����	
� ������ � ��� ������������� �
 ��������
����. a � x � b& ϕ1(x) � y � ϕ2(x)# *����� ����	
� ��%�� ����	
� �
�������������� ���� 	 ����(�� ���� 

t =
y − ϕ1(x)

ϕ2(x) − ϕ1(x)
, 0 � t � 1.

/��� 
���& !������ ������ ��%
 � 
� ����(�� � �� 	����� ��� 	��%�
� � ����	
�#
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������ ��	�
��� �������������� ������� 	����
���� ������ ���
����
�	 �	
����� �� �������� � �	�
��	����
�	�� �����
���� 	������

����� �������
	�� ������
 ������ �
� ��������
���� ��
��� �����
������ 	 	���

∫ ∫

G

f(x, y) dx dy =
b∫
a

F (x) dx, F (x) =
d∫
c

f(x, y) dy.

�
� 	����
���� ����� ������
����� ������
�	 ����� ���� ����
���	��
������������ ���� ���
����� �������

��
� ��
��� G ����� ��
�� �
����� ��������� �� �� 
��� ���	������
� ��������
����� 	��� � ����!�� ����� ���������� 
��� ����	���� �
������� "
�������

�
� 	����
���� ������ ������
�	 ����
������� ���� ���	� ������
�	��������
�	� ������� ��	�	������ ������	
���	���� ��	�	�
��	��
#����
���� ��"$$�%�����	 "��� ������
���	 �
� ������� ��
���� �����
�� �� 	���	�� �����������

&�!���	��� ��� ������ ���
����� ������	 	����
���� ������ �����
��
�	� &���� ��� ������ ����� ������ ����� ������������� �������� 
������� �� 	���%� ��
�����

�� ����� �����	
���� #� ������ ���� �������� ����� �����
�
������ ������ ��"���� �
� �� ��'���� ��
��� ����������� ��������
���	������������ ������� ( ����	� ���� �������	 �������� ��� ���
�����
������	 ������� �����	�� �
������ ������ 	����
����� �
� �����
������ 	�
����� ) ��� �����
���� � ���	� �������������� �������

��� ���	���� ���� ���	�	� �	�������
	 1) ������� ����������� �
��'���� ��������� ��� 	����
���
���� �������� 	 ��� ���
� � �
�
	����
���� ������
�	�

*���� *�����)�
� ������� 	 ��� ��� �������	���� �������� �
��
���� 	�
���� ξ ������������ ������� ������� �	�� ������� 	�
��
���� x+

Mξ = x.

���������	 �
��	 n �
�������� ��������� � �
������
 ������� �����
�
��	 ��
�
����
��	� ����
����
������� n �������� ���
� ξ1� ξ2� . . .
. . . � ξn ��������� ��
���� ��  
 ����
�
�
��
� ��� � ξ� � �� ��������
����� !��� ���
��� �������	 ���������
 ��
��

 ξ̄� ������
 	��	
��	
��������
���� �"
����Mξ# $����	 �
����� x ����
��	 ������ 
��
�� ����� !��� �"
��


x ≈ ξ̄ =
1
n

(ξ1 + ξ2 + . . .+ ξn).

1) �������� ��	
�� �
��
��
 
	 �������� �

�� �
�	�����
� �������	
�


��
��� �����
� � �
	
�� ����	 � ���	��� ���������� 
���� �� �
�	�����

�����	

� ��������� ������



� �� �����		
� �	����
��	�� ���

����� η � ��	
���
� �������

�� �� ����� [0, 1] ������
��
	����
�� ��� ��
����� ���  ����
���� �������
�� ������� ����
��
�
��

pη(x) =

⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

0, x < 0,

1, 0 � x � 1,

0, x > 1.

����� �����  �
�!�� ξ = f(η) ���" ���� ������
�� 	����
��� � 
����������� �"���
� ��	
�

Mξ =
+∞∫
−∞

f(x)pη(x) dx =
1∫
0

f(x) dx.

#���	����
�� ����� $�� ��	
��	� 	 �����
�� ������� ���%���� � 	&	��

��� ��� �
�����

1∫
0

f(x) dx ��"� �&�� 	&����
 ��� �!
�� ����������

���� �"���
�� 
������� ������
�� 	����
& ξ� ������� �	�����  �
��
!�� ������
�� 	����
& η � ��	
���
&� ����
�� �������
���
����� �!
��Mξ ��������� 
��	����&�� ������!���� ηi ������
��
	����
& η'

1∫
0

f(x) dx ≈ ξ̄ =
1
n

n∑
i=1

f(ηi).

(
������
� ����� �&�� 	&����
& � ����
& �
�����&� )�� �	��
���
�
������ ������� ∫ ∫

G

f(x, y) dx dy ≈

1
n

n∑
i=1

f(ηi, ζi),

��� G � ������	 0 � x � 1
 0 � y � 1� ηi
 ζi � ���������� �������
��� ��������� ������� η
 ζ 
 ���������� �������������� �� �	���� [0, 1]�

��� ������������ ��	��� ���	�� ���� ��� ���������� ������������
��	�������
 ��� � � ������ ��� �����!�����
 ���"������ ����"�	���	�
���������	������	� ��������� ����� � ������� ������ ��������������
#�$��	��%	 �������� �����"� ������������� 	���� ������

��!�� ���	���	� ����	���� &�������� ������� '������	��( ��� ���
��"�	�� ��������� �������
 ������ ��� ������������ �����%	��� )	�	
�����" �� ��������	��
 ���������
 ���������
 	����� ���!�� ������	�
���������� ����������	� ��������� �����
 ��	���� ���"������ ��� �	�
����� ��������
 � ����	����
 	���� &�������� ������	�� ��$��	�����
����!��� "� ����	�����% �����%	����

*���	�������� 	�"���� ��������� �����
 ��	���� ����������� ������
����� *� ��!�� ����	� � �����%	�� � ��� ���"�������	� �"��$�	��� � ����



��� ��� �� �����	�
��	��
�� � �
���	�	��
��

� �������		 
�	�� �����		 �����������	���� ������ 
�������
��������� ��	� �� �������	�	 ������ 
 ���� ��� 
 ����� �������
�	������� ������� �����	�� ���� ��	� �� �	�	 ����	����� 
 ��
�������� ���� ��� 
��������� ����	�� ��	�	������� ���� �� � �	
�������� � ���� �!" #�������� �� ���� �	�	������� �� ���	�	�
��������� ��������� �� �� �	 ��
�	� �������� ����������	
��!� ����
 �������� �
����
	���� ��������� ����� �������	��� ������	$
������" � ��
�	�	���� ������ ����������
��� ���	 ��������
�	����
��� 
 
�	 ����������� % ������
 ��������� ��	�"

���������	


� ������� y = f(x) �	
	�	 � �	������ ������

x 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

y 1.24 1.03 1.36 1.85 2.43 3.14

����������
	� ��	����� �������
��� � ����	� x=0� 0.4� 1.0 � ������ � ������ ����
�	��
���������
� ����� �������
�� � !��� "� ����	� �� ������ � ������� ����
�	�� ���#
�����$

�� %	���	�� 	�&����� ���������� �������
��� �������� �	
	���� �	����� � ��#
�������� '	&�� �	 ��������� �������$

∗� (������� ������� )����&	 ������$
* � 	 � 	 � � � $ ����������	���� ���
��	������� ��&��'����� � ��
�

R = hpϕ1(x) + hp+1ϕ2(x) + . . . + hp+q−2ϕp+q−1(x) + O(hp+q−1).

�� +�� ������� f(x, y)= sin (x + y2) ��������� ��� �	����� �������
��� 
� ���#
��&� ����
�	 ��� �������� � ����� (0, 0)� ��������� �	������� 	��������	����
�����
����� � �$ , - .$ (������ h1 =h2 =0.1$ /�	����� ���������� �������	��
� ������� ��	������� �������
���$

�� ���������

1∫

0

ex2
dx� ��������� ����
� ������&��������� ��	����� � /������	$

0������ ����&�����	��� �	�
����� �	 
����� �	���� �	����$

�� 1�������� ������� 2�����	 � ����
 ��	������ ���������

2∫

1

1

x
sin

πx

2
dx$ 3��#

�� '	&�� ����&�����	��� ������� �	���� 4� 8� 46$
�� %	���	�� 	�&����� ��'���� ���$ 4$
�� %	���	�� 	
	������� 	�&����� ���������� ����&�	�	 �� ����
� /������	� ���#

�������	�'��� �	���	����� �
��	���� � �$ , - 5$
�� / ����6� ����
	 7����#8	��� ��������� ���6	
� ��&���� �	
	����

��	�������
3
√

x2 + 3
√

y2 = 1$ (������ n �	���� 104� 105� 106$ /�	�����
������ � ������ ��	������ ���6	
�$



� � � � � �

������� ����	��
 �������	

� �� ������	
 ������

�� �������� 	�	
���� � ������� ���	�
 ������� ��������� ����
��	�� 
������������ ����	������� ������� ����� � ����
 ���������

�	������	�� �	� ������� ������� ���	�
 �����	�� ����� �� ��
� ����
����	������� � ����� ����� ������	������ 
�	�
�	����

 �����
 ������� n ����	�
� ������������� ��������	 � n ���������
�
��!

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . . + annxn = bn.

"#�$%

&���������	� ��'((�)���	�� '	�� ���	�
 ������
 � ���� 	�*��)!

A =

⎛
⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎠ .

+����� 	�*��)� n2 '��
��	��� ���	��,�� �� n �	��� � n �	��*)��� ���
����	�� ���������	 �������	 ������� n� -��� ����*��� 	�*��)� ������
��	mn '��
��	��� ������������ �m �	����� � n �	��*)��� 	� ��� ����
���	�� �����������	 �������	�

.�������� ����	�� 
�	��)A� ���	�
� ��������� "#�$% 
���� ������	�
� ���	�����
�	�����
 ����!

Ax = b, "#�/%

��� x � b 0 ���	����	��*�) �������	�� � ���	����	��*�) ����� ���	��
���	��	�	�����!

x =

⎛
⎜⎜⎝
x1

x2
���
xn

⎞
⎟⎟⎠ , b =

⎛
⎜⎜⎝
b1
b2
���
bn

⎞
⎟⎟⎠ ,

���� � *���� ��
���	��� �������

x = {x1, x2, . . . , xn}, b = {b1, b2, . . . , bn}.
1 ���� ������� �������	�� ���	�
 ��������� � ����	��
� ���)�����

�
� ����
� 
�	��)� 1�	 ����	��� ���
�� 	���� 
�	��)!



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

A =

( 2 1 −1
1 3 2

−1 2 4

)
, B =

( 1 2 3
0 −1 1
0 0 2

)
,

C =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 2 1 0 0 0
2 −1 2 0 0 0
3 1 −1 0 0 0
0 0 0 4 −1 1
0 0 0 −1 4 −1
0 0 0 2 1 1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , F =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

3 2 0 0 0 0
1 2 −1 0 0 0
0 3 −2 2 0 0
0 0 1 2 −1 0
0 0 0 1 3 1
0 0 0 0 −1 3

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ ,

E =

⎛
⎜⎝

1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

⎞
⎟⎠ , O =

⎛
⎜⎝

0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

⎞
⎟⎠ .

�����	
A
 ������������� ������ ��� ������� ����������� ����������

���������� ������� ��������� �aij =aji�� 
B 
 ���!��� ��"������� ������ � ������� �"�# ���������$ �����%

��������� ���� ��������� 
C 
 �������� ������ ��� ���"����� ������� �������# ��������

��"��� �������� 
F 
 �������� ������ ��� ���"����� ������� �������# &���"'$

����������"# ��������� �� ������ ��"��� �������� ������ F �������%
����� ������� ���� ��!������������� � 

E 
 ��������� ������ ������� ��"��� ������������� 
O 
 �"����� ������(
������������	 ������	�
�
��	� ������ A n%�� ������� ��)������

����� D$ ������

D = detA =

∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣ =
∑

(−1)ka1αa2β . . . anω. �*(+�

����� ������� α$ β$ . . . $ ω ���,���# ��� ��)������ n! �����������

������� 1$ 2$ . . . $ n k 
 ����� �������� � ������ ����������� 1)(
-��,!������ � ��������� "������� �".��������� ������������

��/���� ������ �������! "�������� ������� "������ D �= 0( 0 ��"���
�������� �"�# ����������� ������ ������ ��)������ ������

��  
��� ��� ������ �������! "�������� �*(�� ��,� �� ���� ��/����$ ��,�
���� �! ,���������� ��������(

1) ��� �����	��
 �������	� ����� ���� �����	�� ��	���� 	 ������� ����
������� ����	����� α� β� . . . � ω �������	� �� ����	������ 1� 2� . . . � n�



� �� ������	
 ������ ���

��� ��	 �
��	 
���� ���	

����	����� �������	����	 �
� �	�����

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2.
�����

����� ��� � 	� ��	����� ������   �
������	! �����	 �� ����	
�������� 	� ��"  �# �����# ��
����� ��$� 	�� �	����� ������

%������	� ��	 ��"��� �# �
��� �"	� ��� ����
��� 	� ���# ���&
��#   �
������	'

�� ������ ����	�
��	�� � �� 
���������� 	�	��� ����� �� ����
�������������

a1

a2
�= b1
b2

; ���(�

)� ������ ��

�
� � * �� �� ���++	,	� �� �	����� ����� ����	 �����
��
��	��

a1

a2
=
b1
b2

�= c1
c2

; ���-�

.� ������ �������* �� �� ��� ���++	,	� �� ����� ������,	� 
� �'

a1

a2
=
b1
b2

=
c1
c2
. ���/�

0�	$�� ������
	��
�D �	����� ����� � �	��

D =
∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ .
1����	�* ��� ��	 ����
 � 		 ��
��	� ���(� D �= 0* 	 �	���� ����� 	����
��	 ����  �� ��$� 	�� � �
���# ��������	� ��$� 	� 	
	 ��	 2���� ��&
 �� � ������� ��$� 	3 	���� ����� �����������  � ���� �$� 	� ���-�
	
	 ���/�* 	" ������# ��
����D = 0�

4 ����	��* ���2�  � ��	 ���	�
� 	�#   ����������* ���� ���	�&
#���� �����
� 	� 	
	 ��2���� 	� �
�$	# �"����� �	��
* �
���  �
����� ������ ��
��	�� ��� �� ��� ���� ������
	��
�  �
�� 5�	 D ≈ 0
����������� ��"��������	 ��

�
� ��	 �� �
��� �	��������# ���&
 � 	3�! �����	 �� ����	 �������� 	� ��	# �����# ����� ������	��
� �
� 	"�� � 	� ���++	,	� ��� �	����� ���� �	�� �����

6�	� �2�"��* �
�� �����$ ���	 ���	�
� 	3 	
	 	�#�� �# �  �#
����� ��	����	 � ��7�����  �� �����$ ����� � ��$� 		� 6�	� �	�����
��� � 	3  "������ ����� ��������	

���

������� �� �	����� D ≈ 0 �����	� ������ ����  �� �����! ����
	��������	� 	�	��� ����!��� ��������!� �� ��  �	������� "�����
���� 	�	��� ��������! n�#� ���� 
� 	  ��#�����! ������! 	 �������
��� aii = 0.1 �� �����	� ����� ���	��������!� ��� �� ���� ������
��� $D = 10−n�� %��#�! 
�����! �����! ���	��������	� 	�	���
����!��� ��������! ��&�� ��!� � ����� ������ 
��	�� �� ��	������
��� ���



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

0
a á

0

y y

x x

���� ���� ��	
��������� ����������� �����
����� ���������� ���
��	
��
����
��� ����
���	� 	��	� �� ���
�� �		������� �	�� ���������� 
��	 ��
�������

� ����� � � ��
���	 ��
������� � ����� �

����������� 	

������� 	���������� � ��� ���
�
 ��	�� �����
����� 	�	���� ������ �
�� � 	����� n > 3 ������ �����	�� ��
	���
��
�������	��� ����	������� ��� n = 3 ���
� ��������� 
��	�����
��
	�
	�� � ��
	����	���� � � 	����� �
��� ������������ ��
	�
	���
��� ����� �� �
����
�
 ����	������ �
������ ��
�
 
��	�
�������
	�	���� ���� ����������

�� � �����	
 ������ �����
 ������� ��	
�� ������ ���	��
�������� �������� ����	�� �� ��� ����� � ����� � �	����
�����
������ ����	� ���
���� 	 !
��"��� �

	�
����� �#
����� ��� ��$
"������� �������	���� %�� �� 	 ������ �
��� ���
������ ������ ��$
���	�
�
 "���� 
������� &	� ��	
�� ��������	
�� ����� � �����	�� ����
�����	
�� �� �� ������� �	� ������� �������� �	���� 	������ �������
'���	� � 	�� ����� ��	
�� ��� 	 � �� ���
�	�	!
�� (�! �����
) 
��

	�*� 	 ������� � 
���	���
� ����	� !
��� 	�� ���� ���� ��	���)
� �� *
����� ���"����� n ���
���	�� ��
�
 ���	� � ����	�� +����)
����� ��	
�� 
*�"�
 �� �"�	��� 	 �	�!	�� ��	��� �� *
���
�
"���� ������� ,�����	
� � ���-����� ��	���� �������) !��	
"���
��� ���	
"���� ,	� ,�����	� ������ 	 ���	
 � ����	� ������) � ���
���� �
�
��	�� ��#��	�"��!�� ����	���� .�!� "����� ����� �����	��
��	
� �
�
�!� ���� / 0) �� ��� 1�2��	������ ���
�	�	!
� ����� ��	
�
�
�����	�� 	�!-� ��!��������� �
����
�	�� � �
����� ������) �
�!
��!�
��"������� �� � *
� ,	��� ���
���� 	 �����	�	�������2�� 
�������
&	
 
�
*���
 
����
 ��� *
����� ���	��) !
��� ��!
 �
���	��	 
*2��
"���
 
������) � 	�!-� ��� ��
�
 
*���
������� ���	��) ������ "���	��$
	������ ! �
����
�	��� ' ����� � ,	�� ����� ��	
�� ���
���� 	��

*�"�
 ��� �� ����!
� *
����� �n � 1000� ���	�� � ��
	�
 ���
�����
�
��	���� � �� *���!�� ! ��� 
������	�����
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 ������ ���

������� ���� 	�
 ����� ���
�� ������ �������� ������ ��
���
�������� �������� �
��
���� ������� ��������� � ���� �
	��� �
� 
��� 	���� �
!���"����� �������# �����
 �
	�
� ������� �
��� $���
�
��	��
 ���� ��� �
	�
� ���
������ ��	������� %�� ���������� ���
�
	��� ���	���� �
!���"����
� �������&# '� �������� �� ��� ���
�� 
�
����� �
�������
� ��	������ ��
�
��� � �
�����
����# (
!�
��
����$���� �
�����
��� � � 
�
�	�������� �����������#

��	
�������	 �	���) !�
 ���
�� �
����
��������� ���$�������#
* ��� ��
$�
���
 ������ ���
�
�
� ���$������
� ������� ) ��������	
�
�����	��	# (
��� !�
�
 � �
�
��� ���
�
�
�
 ���
����� ��
�
����

��� "��� ��	�������� ���������� ��	
���	�# * ���������� �����"�� �� 
�
�� �
�
� ���$�������# +����"�� ��
�
��� �
 �
��	��� ������
� ���$���
� �
	�
����# ,��
����� ������ �������� ������ � ���
�� 
�
������ �����"�
���� ���
�
� 
$�	�
 $
��� ��
���� �
 ��������� �
������ ���
����# �$-�� ��	������� ������� 
��������� �����
#

.�� �� ����� �����"�
���� ���
�� � ��� ���	��� �����
	���������#
��� ���$��� ������� � ����� ������ �� ���� �����"� �������� � ����
����
����� ����
�
� � n �
��
�������# +�
��� !������� �����"� �
��

�
���� �� �������� � ��	����� �� �
 ���� ��
$�
���
���# (
�����
���

�
�	�������� ���������
� ��� ���
���
����� �����"�
���� ���
�
� ��
������������� �
��
���� �
	�
��� ��	������� � ����
� �����"�� 
��� 
������ ���� ������������ ���������� �����"�� � ������	���� �� �� 
����� 
� ����� ���
������� ��	�������# /�� �
��
������ �����"�
����
���
�
� ������ �� 
�
$���
 �
������� � ���	�� $
���
�
 	���� ���� 
������ � ����� ��
�
 
$���
������� ������# 0������ 
�������� 	�
 ���
!�
� ��
���
��� �����"�� �
��� $��� 
	��� �������
�1 �
!�
�� �����
!���������� ���� �� ���
����#

+����"�
���� ���
�� �
��� ���
���
����� �� ��
	���� ��������
�
��	����� � �
�
��� ����� ���
�
�# .���� ��������� ���
�����
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 �
�
���
 !���������� 
�
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 �� ��
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������� ������#
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������� ���	�� �
��� ����� ��������� ���
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�
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�
��� �����
��� �������� 
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����� ������ ������ ������ ������� � ����
�
����� �����������	� ������� �������� 
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������� ������� �������
� ���
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������������
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�
�
 � �������
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���
� �

����������
 �����∣∣∣∣a11 a12

a21 a22

∣∣∣∣ = a11a22 − a12a21,∣∣∣∣∣
a11 a12 a13

a21 a22 a23

a31 a32 a33

∣∣∣∣∣ = a11a22a33 + a12a23a31 + a21a32a13 −

− a31a22a13 − a21a12a33 − a32a23a11.



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

�������	
��� 
��������� ��
�	�� ����� ���	������	� �� ������
���
������������� �� ������ �	�����	� D = a11a22 . . . ann� �
���� 
����
������
�  
� �������	
��� ��	�	 ��� ��
�	�� ����� ��	�	��� � �������!
����� detE = 1� detO = 0�

" �#$�� ��� �� �� 	����	� �������	
��% ��������
�% ��� 	
����� #�&
��� 
�������	�� �������	
���D ���%��� n 	���
 �	� '(�)*

D =
∑

(−1)ka1αa2β . . . anω.

+� �
�� �������	% ������
�  
� �������	
��� ����� ����� n! ���������
������ 	� ��
���� %��%�
�% ���	������	�� n ������
��� ,��
��� ��% ��&
 	����	% �������	
��% ���%��� n '#�� 	����������	% ����	������ ��	�&
���* 
��#��
�% (n − 1)n! �������	� 	 n! − 1 ������	�� 
� �� �#$��  	���
��	-��
	 ���	� ������	� �����

N = n · n! − 1 ≈ n · n!. '(�.*

����	� ��� ��	%N � ���	�	���
	 �
 ���%��� n �������	
��%�

n 3 10 20

N 17 3.6 · 107 5 · 1019

/���� ���� 	
�
� ����% �� 	����	% 
��	� �������	
���� �� ������&

��� � �������� #��
������
�	��� ,�	��� ��% ������������
	 �������
#��
������
�	� ������ 10 ���� ������	� � �������� 0��� ��% �� 	����	%
�������	
��% 10&� ���%��� ��
��#��
�% ����� 3.6 �� � ��	 n = 20 !
���1� 150 
��� ��
�

,�	�������� �����	 ��������
�� ���#���	���
� �����#�
�	 	 	�����&
�����	% ������	 ���  	������� ��
����� ������%�$	� �--��
	��� ���&
���	
� �� 	����	% �������	
����� " 2 � #���
 ������
��� ��	� 	� 
��	�
��
�����

������� A−1 ���	
���� �������� �� ��������� � �
�������� ������
�� A� ���� �� �����
������ ��
�� ��������� �������� AA−1 = A−1A = E�
� �������� ������� �����	
����� ��� 
��� ��
	�� ����� ������� A
!�� �� � ������	� �� �"� ������������� D# ����� ������"�� ,�	 �
��

detA−1 = 1/D.

3��	1�� 	������� ��
�	�� � �	��

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
a11 . . . a1j . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . .
ai1 . . . aij . . . ain

. . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . anj . . . ann

⎞
⎟⎟⎟⎠ .

�	����
 ������
� aij �������
�% �������	
��� 'n− 1*&� ���%���� �#&
���������� 	� �������	
��% ��
�	�� A �� ���	���	�� i&� �
���	
	 j&� �
��#���



� �� �����	 �	
��� ���

��������	�
��� ���������� Aij �������	 aij �	
��	��� ��� ������
�
���� � 
�	��� ���� ��� ���	 i + j ������� ����� i � �����	 j
����	�� � � 
�	��� ����� ��� ��	 ���	 ������	�� �� ��

Aij = (−1)i+j

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . a1,j−1 a1,j+1 . . . a1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
ai−1,1 . . . ai−1,j−1 ai−1,j+1 . . . ai−1,n

ai+1,1 . . . ai+1,j−1 ai+1,j+1 . . . ai+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 . . . an,j−1 an,j+1 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

�	���� ������� zij  i, j = 1, . . . , n! ���	���� �	����� Z = A−1 �	���
����"���� 	�����	������� ���������� Aji �������	 aji  �� aij! �#��$
��� �	����� A � 
�	����� �� ������������D%

Z = A−1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

A11

D

A21

D
. . .

An1

D
A12

D

A22

D
. . .

An2

D
. . . . . . . . . . . . .
A1n

D

A2n

D
. . .

Ann

D

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
.

&��'� �	� � ��"�� ����� �	��� ������	�' ���� ����	���� ����#�$
����� ��� ��������� ���	���� �	����� ��
 ����'
��	��� ����	�'��#
�������� (�� ���� �	��� ���� ���	 ����	����  ����)'� ������# ��$
������� n2 	�����	�����# ����������� �	���� �
 ������# �������
�������������  n − 1!$�� ������	� � n2 ������� 	�����	�����# �����$
����� �	 �����������' D� *	��� ���	
��� ��)�� ���� ����	��� ���
��������� ���	���� �	����� �	���

N = [(n− 1) · (n− 1)! − 1]n2 + n2 + n · n! − 1 = n2 · n! − 1.
�	� � ��� 
	�	�� ��������� ������������� ���������� 
�	����� N ��	$

��	�� �	 ����#������' ���������� �++�������# ������� ���	)����
�	�����

,	���� 
	�	��� �������� 	������ ������� �	��� ��������� ��$
������# 
�	����� �	������ (���� ������ ����� ����)�� - .�

� �� �����	 �	
���

�� ������	 
��	����� /���� �
 ������ ��"���� ����� �����$
��# ��	������ ������� ������� �������� ���	�� �������� �	���� ���
$
������ �����	������ � ���� ����"���� �������������� &	��"�� ���
��� �����

a1x+ b1y = c1,

a2x+ b2y = c2.

� ���� ����	
� ��� ������
��



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

�����

x = D1/D, y = D2/D,

D =
∣∣∣∣a1 b1
a2 b2

∣∣∣∣ , D1 =
∣∣∣∣c1 b1
c2 b2

∣∣∣∣ , D2 =
∣∣∣∣a1 c1
a2 c2

∣∣∣∣ .
��	
� �������� ����������� �� ������� ��� ����
�� ����� �����


�
�� ���������
��� �������� ��
��� ���  ������ !���� ����
�
��
���� ���� �����
�� �����
�� !���� ���"���!����# �����$��%
��������� ��� ��!����
�� n 
������
�# 
�� #����� 
��� �
�!�
��
������������% !���� �����# n + 1� &���!���� ���"���!����# ����
��$�� ��	
� �$�
�� � �!��� "������ '��()� *�� ��� ������������%
!� ����������� ��!����+�� 
����������

� ,  �� ����������
��
���
���!
�# ������� ����� ����!��

N = (n+ 1)(n · n! − 1) + n.

*����� ������� &������ ��	
� ����������� ���� ��� ����
�� �����%
�����-�# �� 
��������# ����
�
���

.�����
 ��	� ���� ����
�� ��
��
�� ������ � ����������
���
� ��
�� ����$�� /����� ����������� � ���� Ax = b '��� '��0))� �����%
��
�	�� � � !��� ���� �����
��� ����
�
�� ����� 
� � ��
�+ �����
$� A−1% ����!��� x = A−1b� ��
��� ���� 
� ����������� ���
���!
�#
�#�� ��� ��!����
�� � ��
�� ����$�% �� ����� ��	� 
��������
 ���
�����!������ ����
�� ��
��
�# ����� ���  �����# �
�!�
��# n �����
 ������� � 1��� ��!����
���

2�� ���� ���������
�

��� ����� �����# ������ ����+�� �����
���	
���� ������ � ��� ����"���$��� 2�	� ������������� �����
��

�� ����� ����+!�
�� ��� ����
�� ����� ��
��
�# ����
�
��% � ��	�
��� ��!����
�� ����������� � 
�#�	��
�� � ��
�� ����$��

�� ����� �	
��	� �
 ��
���
 
� �������
�� ����$� ������ � ���
�����
��� ����� 3� ��������� ������������
�� ����+!�
��� 
����
���
�# �� ����
�
�� ������� /
�!��� � ����-�+ ������� ����
�
��
����+!���� x1 �� ���# �������+-�# ����
�
�� ������� 4��� � ���
��-�+ ������ ����
�
�� ����+!���� x2 �� ������ � ���# �������+�
-�# ����
�
��� 3� ���$���% 
��������� ����� ����� ������ ������%
������	���� �� �# ���% ���� � ����� !��� ������
��� 'n���) ����
��

�� 
� ���
��� ���� ���
 !��
 � 
������
�� xn% � �� ����$� ����
���  ��� �������
� � �������
��� �����

�������� ��� ������ ������ ����� � ������������
�� ��!�����

�� ������# 
������
�#5 ����� ������
�� ����
�
��% 
�#���� ���
�
���

�� � ��� ����
�
�� 
������
�� xn� 6����% ��������� �� �
�!�
��%
�� �������-��� ����
�
�� ��!������ xn−1 � � �� *�����
�� 
����� x1

�� ������� ����
�
���



� �� �����	 �	
��� ���

�������	 
�� �������� ��������� ��������� ���� ��� ����
 ������������� ��������� � ��������� ��
�� ���� ������	 
�� ���

������ ��������� ��
���  ���� �! ������ "��� ����� ��������
�� �����	 ����� �� ����� #�$���
��� �������� ������� ��� �� �����
�� ����%�� &���$� '�� ��
�� �� � ���������� ����������� �� #����	
��������%��	 
�� ������� ����� ��������������
(������� ���������� ������ "��� ��� �����

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

�)�*�

+�� �$�!
���� x1 �, �����%� ��������� ���#���� $ ���� ������	 �����
������ �� −a21/a11� �����	 ������� ������ ��������� �� −a31/a11 �
���#���� ��,������ $ �������� ��������!	 ��$�� �$�!
�� �, ��%� x1�
-���
�� ����������! �)�*� ����� ��������� ����

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a′22x2 + a′23x3 = b′2,

a′32x2 + a′33x3 = b′3;

�)��.�

a′ij = aij − ai1

a11
a1j , i, j = 2, 3,

b′i = bi − ai1

a11
b1, i = 2, 3.

/����� �, ������%� ��������� ����� �)��.� ����� �$�!
��� x2�
+�� '��%� ������� ������ ��������� �� −a′32/a′22 � ���#���� ��,������
$ ��������� -���
��

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a′22x2 + a′23x3 = b′2,

a′′33x3 = b′′3 ;

�)����

a′′33 = a′33 −
a′32
a′22

a′23, b′′3 = b′3 −
a′32
a′22

b′2.

0������ ����� �)���� ����� ����%������ ���� 1� '��� ,�$��
������
������ 2�� ������ "����
�������	 
�� � ������ �$�!
���� ���,�����2 ���2����� ���

������� �������� ������� �� $�'33������� a11	 a′22 � �� �� -�'���� ���
������ #��� ����
�� �� ����� � ��������� ��
�� ���#2����� �������
������� �#��,�� ���������� ��������� ������ -��������$� �������
��� ������ #��� ������������ � ��
���������� ��%������ ���
�%� �����,���� �� $����!�����

��



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

������	
 �� ���������� � ������� �������� ��������� ������	 �������

x3 = b′′3/a
′′
3 .

���� �!�� "�� !�������# ��$�� ��
�� x2 �! ������� ���������# � !���� x1

�! ��������

���� n� {aij}� {bi}

��� i �� 1

	

aii = 0

���

�����
����

��
������

��� k �� i + 1

c = aki/aii, aki = 0

��� j �� i + 1

akj = akj − caij

�� n

bk = bk − cbi

�� n

�� n − 1

��� i �� n

s = 0

��� j �� i + 1

s = s + aijxj

�� n

xi = (bi − s)/aii

�� 1 � �
��� −1

����� {xi}

���� ���� ����� �
���


x2 =
1
a′22

(b′2 − a′23x3),

x1 =
1
a11

(b1 − a12x2 − a13x3).

%�� ������ �������� �	��� �&
�� ��	
 � ������  �  ���
��

������	 � ����!�� ��	� ��� ��
��������
� '� ���� ��( ������� � &
������ ������� ������ )�����
������	 n  ���
�	� ��������

��� ������ �� ������� �! ���� ��&
���	� ���	�# ��� *�+ �� � ��&
�������
 *�+ � i � �	��� ��!� �&
������ ,���	
 *�+ � ���������

*�+ � i ��� �!��� �����
 ��# � ���&
��
 - ������	
 �� ������ ,���&
��� ��	� ���+���� i - �����
���!��������# +������ ��+ .������
�! ���������� n − i ��������
 ���
������ ��� �� ��+$� ����� ����
���������# � ����/�. +������� ��&
+ .������xi� � ����� ���!��������#
+������ ����� ����� �! i&�� ������&
��� ��� �������� ���0 k - �����
���������# �! +������� ��+ .����&
�� ���!������� xi ��� ������ ���0
j-����� ��� �*� ��� ������ ���
� ����� �$� ��
������ ���!����&
���� ��� �������� ����

���
 �! ���1�+�*�
 �����
)����� �� ����� ����� � ���	
	�
����	�	 �������� ��� ������� �
���# ��� ���������� ����������� ��&
 . ������ ��	� " ������� aii# ��
+����	� ��������� � ���� � ���&
*���� ��+ .����
# !��������� ��&
 �� $���+��� �! ���� ���������� �

i&� ��� �*� " ������� ��$�� �	����� ����� ���
 �� ��� . � �������&
���� ��������� ��+# ����	 "��� " ����� �+�!� �� �� ����� " ������ aii�
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�	��� ������ ��
� ���� ���� � ����� !��	�� ��� �	�
 �
��	�

�������"#���	��#$��% �������&'�"
l = i

��� m �� i + 1

��
|ami| > |ali|

�	�

l = m

�� n

�� l = i �	�

��� j �� i

aij � alj

�� n

bi � bl


�� �� ����� �������� ��	�	���

�����	����#� ��������" � ���(�� ���
����	�� ���& ���
��	� aii�

)��� ������� ����� ����#��* l+
��
�� ����� ,��� �� ����&	��"
����(��� ���
��	� 
�	��$� � �	���
$� � ��
���
 i �	� �� ����� ���
���
	�� aii% . . . % ami% . . . % ani�- m + 	��
#�'�" ��
�� ���
��	�% � #�	���

�����.���	 ���������� )�
�	�
% (	�
�������� ��� ���
��	� 
�	��$� ���
!���&	�� �������� ���
��	�
�-
����'�" ���
��	 aii + �	� #��//��
$���	 ��� i�
 ���!���	��
 � i�
 �����
����� �� i�
 ,��� ��#�&(�����

0 ��������" �.�
� ���� �������
�� ���
��	� ���'��	����	�� �	 
�	��
��� 1�'��	��&	 	�#2� �.�
� � ����
��
 �������� ���
��	� �	 
��	�� � �	
�
�� ��������

3�������� ����� ����� ,��� �� 
����& ����'��� ���
��	� �
�� �
,�&	�� 
��2�	���% ����� !��
�� ��� ������!������ ��������"% (	� ����
���	���	 ���2���& �����,���	�" ��(������"� 4��	�
� 
�	�� ������ �
�����
 �������� ���
��	� �����(����	 ����
��
�& 	�(���	 ��,����
��� �� ���,#�
 �� ,��� (���� �n � 1000� ��������"�

5 	�� #� ��� ���.� �����������. ���	�
 ��,����% ����(����� ��
�	�
� 
�	���% ������2���

6�	�� ������ $��������!�� ����� !���	 ��� ��,���� ���	�
 � ���	��
!���������" 
�	��$�"� 0�� ���
��	� 
�	��$� � ������ (��	� ���	�
�
��������" ��.���	�� � �����	����" ��
�	� 
�,���� �7�
 ��(������"
���������	�� �����#�
 ���	�
� n* (���� ���/
�	�(��#�. �����$�" ����

���� ����� (2/3)n3�

4 � � 
 � �� 8���
�	��
 ������	
 ��,���� ����"��" ���	�
� 
�	��
��
 ������ � ��#�	���� ��������	� �	��� 
�	��� ��� ���(�� 	��. �����
����"*

10x1 − 7x2 = 7,
−3x1 + 3x2 + 6x3 = 4,

5x1 − x2 + 5x3 = 6.

5�#�&(�
 x1 �! �	����� � 	��	 ��� ��������"� 9�� �	��� ���(��� �
���
2�
 ������ ��������� �� 0.3 � ��!�� 	�	 ������
 #� �	���
�% � !�	�

�
��2�
 ������ 2� ��������� �� −0.5 � ��!�� 	�	 ������
 # 	��	 �
��



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

������	

10x1 − 7x2 = 7,
−0.1x2 + 6x3 = 6.1,

2.5x2 + 5x3 = 2.5.
�
��� ��	 ��������� x2 �� �
������ �
�������� ��	���	� ��� �������

����� �
� x2 �� ���
�	 �
������� ���� �! ���	���" 	��# �����	� $%��
$% ���&� ��
�������� ���
�� � �
���� �
�������' (���� 	% �
����	
��!��� �%�������� � 
�	��) �����! �
��	����� � ���
�&����� ��
���
����! �� �����%� �����	� �
�����	 ����������' *	����	 ���
�� �
���
����� �� 25 � 
�������� �����	 � �
����	 �
�������	' ������	 �����	�
� �
��������	 ���+

10x1 − 7x2 = 7,
−0.1x2 + 6x3 = 6.1,

155x3 = 155.
,� ���	 ������������� �
�	�! )� 	���� -�����'
($
���%! )� ������� � ��������������	 �%�������� x3� x2� x1 �����

���������� �� �
������� ���
���� ��
���� �
������!' �
����	 ��� �%����
�����+

x3 =
155
155

= 1, x2 =
6x3 − 6.1

0.1
= −1, x1 =

7x2 + 7
10

= 0.

����������! � ��)���� �����	� ����� �$������� ��� (0,−1, 1) � ���� ��

�&����'
.�	���	 ����
� ������ �����������% �����	% ����	 �$
���	� ���$%

��)
����� �
����	 
�&���� � �	���� � ��	 �
� �%��������) ������������
��
�������' /���	 �������	� � ���������� ������������� �����	�

10x1 − 7x2 = 7,
−3x1 + 2.099x2 + 6x3 = 3.901,

5x1 − x2 + 5x3 = 6.
0��� ��	����% ����������� �
� x2 � �
���� ����� ���
��� �
�������'
1��	 ����� ����� �
����� ����������� �
���	 �%�������� �
����	 �

�	��) �
��	����� � ������ �! �����!� ��)
���� ���� 
��
��� �����'
����� ��
���� &��� ���������� ������	

10x1 − 7x2 = 7,
−0.001x2 + 6x3 = 6.001,

2.5x2 + 5x3 = 2.5.
2���� �! &�� ���������� �
����	 �
� 	���	 ��� �	 ���	���

�� �−0.001"' 3��$% ��������� x2 �� �
������ �
�������� 	% �%�����%
�	������ ���
�� �
������� �� 2500' �
� �	������� 6.001 �� 2500 �����
���	 ����� 15 002.5� ����
�� �
� ��
������� � ���� 
��
��� ��� 15 003'



� �� �����	 �	
��� ���

��� �����	
����  ����� ���
� 2.5 ��
������� ���
� 15 005.5� ������
����
����� �� 15 006� � ����
����� ��
����� ������ ���	����� 	 	���

15 005x3 = 15 006.

������x3 =15006/15005=1.0001� �� 	������ � ���	��� ���	���� �� ���

x2 =
6.001 − 6 · 1.0001

−0.001
= −0.4, x1 =

7 + 7 · (−0.4)
10

= 0.42.

�!���
���� ���	���
��� � ����
����� �� ���� �������	 �� ���
���� �
���"����� 	!���
��� �� ���������� � ����
����� ����� �!
� ��
�����
��#���� $0.42,−0.4, 1.0001% 	����� $0,−1, 1%�

&��� ��
�#�� ���������� ����
�����	 ��'�������� ��
� 	�
����� 
	���(��� �
������� � ����	��)����� ����� �� ��
������ x2 �� ��������
���	����� �������	�� ���	����� ������!*

10x1 − 7x2 = 7,

2.5x2 + 5x3 = 2.5,

−0.001x2 + 6x3 = 6.001.

��
���� ������ x2 �� �������� $�!	#��� 	������% ���	������ �����	�	
 ���� 	������ ����)����� �� 0.0004 $	���(� �
����� ����� ��	�� 2.5%�
&����� ���	����� ������ 	��

6.002x3 = 6.002.

������ ��+���� x3 = 1� , ����(�� 	������ � ���	��� ���	���� 	!���-

�� x2� x1*

x2 =
2.5 − 5 · 1

2.5
= −1, x1 =

7 + 7 · (−1)
10

= 0.

&��� �������� 	 ����
����� ���������	� ���	���� � �� �� 	!���� �����
�-
#��� �� ����
� �� ����	#�+�� 	 ������ ���
�"� �
������	� �����#�����
��#���� 	 ����+ ����� �������� �����
��

.��������� ��������� 	����� � �����#�����+ ��#���� ������ 
�-
�� �!+ ���	���� ������� /������ 0���#�� ������� 	 ��������� 	���*
Ax = b� .�#���� ��� ������! ��)�� �������	��� 	 	��� x=A−1b� ��-
��� 	!���
����� �� ������ /����� ��#���� x∗ ��
������� �� ����� ��#�-
��� ��-�� �����#����� ����
��� � �	�����!+ � ��������������� ������-
�� ���� ��#��!�

,�(���	��� �	� 	�
����!� +����������(�� ������� ��
������ ��-

�������� ��#���� �� �������� ���� �� ��+ 1 ���������	
 Δx� ��	���
�������� ���+ ������� 2 ������ 1 ������ r� ��	��� �������� ��)�� 
�	� 
� ���	� ������� ���	���� ��� ��������	� 	 ��+ ��#����*

Δx = x− x∗, r = Ax∗ − b.
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�� ��� ���� ���
 �� ���� ������� �
��
 ����� �� � ����
�
�����
 �
������ ����� ���
	� �� �
����� ���� �� ������� �
���� ���!
�� � "�� Δx ≈ 0 �#$��� r ≈ 0� �� �#�
���� ����������� ���
�������
�� �����
� % �
�������� ��� ����� �#���������$� ������ ��� r ≈ 0 ��!
���&���� ��&���� ����� #$� #��&� �

%����� � ��� � ��
	�����	�� �
����
�� ���� ������
 �� �������� �����
�#���������� � 	������ �������� ��&���� ���'���������� � ����'�
�����	� (�����&���� �� �#$��� �$������ ����������� ���	��	� ����!
������ ������ ��&����)� ����� �������� ��� ����� *
���
 � �$#����
��
����� �������
 � ���� ����
�� �
�� �
�$� �����	��

"������ �����&����� � �����	� ����������� ��� ��������� ��&�!
��� �� ���	� ������ ���� �$� ��
����� � �� � ������ �
�
�� % �
������!
��� �� �
�
�� �����&���� � �����	
 ����� #$� �������
�� �	
����$���
��	����$�� (	
	 � �
���� ����
�)� �
�����$�� � ���

�� �������	
��� 	 ���
��� ��
�	��� +
��� ��� �����
���� ���
���������������� �
�������� ������������ ���#��� #��&��� �#,��
 �$!
������� � %����� � ��� ���	� �$��������� ����������� ��������� �
�!
��-$. �� �
��� ������������ �� ��
���
��$� ����������

/�� ���������� �
���-$ 	 ����������� ���� ����� #$� ��������
�
����� ���	
����� �� �� ����� ��� �����
 *
���
� % ���-���� ��	��!
����� ��������� �������
 ������������ �� ��������� 0�
	 ������������
�������� �
 �������������$ ��� ������
���	� ��� ����#-�� ��� ����	�
1�����
������ ��
����� ������������ ����� ���������� �
���-$A 	 ���!
�������� ���� �$��������� �� 2������

detA = (−1)k
n∏

i=1

aii.

0��� ��
���
��$� �������$ aii #������ �� ����#�
���
��� (
 ��
������� ) �
���-$� 3���� k �#���
���� ����� ������
����	 ����	
(��� ����#-��) �
���-$ ��� �� ���������� 	 ����������� ���� (���
��������� ���������� ��� �
	���
����� �� ������ ����'��� �������

�
 	
���� ��
�� ��	�������)� 4�
���
�� ������ ��	������� ����� �$!
������ ������������ 1000!�� � #��&��� �����	��� � �#,�� �$������� 
��
������� ���&� � ��� � ���������$� �
��� �-��	
��

5���� �
 ��� �#�
���� �
���-� A−1� �#���
��� �� �������$ ��!
��� zij � 0
��&�� �
������� AA−1 = E � ����⎛
⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎠ ·

⎛
⎜⎝
z11 z12 . . . z1n

z21 z22 . . . z2n

. . . . . . . . . . .
zn1 zn2 . . . znn

⎞
⎟⎠ =

⎛
⎜⎝

1 0 . . . 0
0 1 . . . 0
. . . . . . .
0 0 . . . 1

⎞
⎟⎠ .

�����
 �������� ���

Azj = ej , j = 1, 2, . . . , n, (6���)



� �� �����	 �	
��� ���

��� zj � ej � j�� 	
���� ��
��� A−1 � E 	��
��
	
����� 1)� ����� ����
���� ��� ���������� j��� 	
���� ���
�����
��������� ����
 	�	
���
��������� !"���#� $���� n 
���� 	�	
�� ��� j = 1, 2, . . . , n� �� ������ �	�
	
���� zj �� 	������
�� ��� 	��� ���
��% ��
�����

&�	��� �� '�� ������ j ��
����A 	�	
��� !"���#�������
	�� �	��%(��
��� ������	
��� '�� �	'�� ������� ��
��� )��		� !'����� ���# '������
�
	� 
�� �� ���� ���� '��(�� 	���� ��� �	�� '����� (�	
�� � 	
����� ej �
*�
�� ��� ������ �� 	�	
�� !"���# �����
	� ���
��� ��� 	 	��
��
	
�
��%+�� '������������� '����� (�	
 %�

,����� '�������%
� (
� -
� ��	 �� -������(��� 	'�	� ���+����
��
����� ,� 
����
 '������� ��� � 
�� ���� �� �� ���	
���� (��
'�� ������� ����� 	�	
��� ����������

.
�'�� �
�������� ��(������� ���
��� ��
���� A−1∗ �
 �� 
�(����
���(���� �����
������
	� '�������	
 % ΔA−1 � �������� R/

ΔA−1 = A−1 −A−1
∗ , R = AA−1

∗ − E.

�� ����� �	�
���� ,� �����
	� ����0������� ��
��� )��		� ���
(�	
���� 	��(�� ����������� 	�	
�� � 	�	
��� ��������� 	 ��������
	
����
� ��������� ����� 	�	
��� '���(�%
	� '�� ������������� �����

���� ���������� ����(� � 
���� '�� (�	������ ������� ������� ����(
��� ��00�������� ��� ����������

*�'���� 	�	
��� ��������� � ����

b1x1 + c1x2 = d1,

a2x1 + b2x2 + c2x3 = d2,

a3x2 + b3x3 + c3x4 = d3,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1xn−2 + bn−1xn−1 + cn−1xn = dn−1,

anxn−1 + bnxn = dn.
!"��1#

2� ������� ��������� ��
���� -
�� 	�	
��� 	
��
 -�����
� b1�
b2� . . . � bn� ��� ��� � -�����
� c1� c2� . . . � cn−1� '�� ��� � -�����
� a2�
a3� . . . � an !'�� -
�� ��(�� �	� ��-00�����
� bi �� ����� ���%#� ,	
�� �
��� -�����
� ��
���� ����� ���%�

���
� ��
	
��� 	�	
��
 �� ���� -
�'�� � ����
� ��
	
��� !�������
'������ ���� ��
��� )��		�# � 
�����
� ��
	
��� !������� ���
���� ����
��
��� )��		�#� &����� '������� 	�	
��
 � ��(�	����� '������(��� ��-0�
0�����
�� Ai� Bi� 	 '���+ % ��
���� ������ ������	
��� xi �������
	�
(���� xi+1/

xi = Aixi+1 +Bi, i = 1, 2, . . . , n− 1. !"��"#

1) �������� ��	 
 ��	��� ej ��
�� ���� 
�� �	��	������ ��	�� j��� �	�	���
��
�� ��������



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

�� ����	
	 ������� ������� ������ �����

x1 = −c1
b1
x2 +

d1

b1
.

� ���
	� ��	�	�� �	 �	����� ������ x1 = A1x2 +B1� ����������  	!�"
��#���� � 	$	�% ����&���% ��� x1� �	��'���

A1 = −c1
b1
, B1 =

d1

b1
. ����(�

�	������� �	 ��	�	� ������� ������� ������ �����	 x1 �
	 ����&���
'���� x2 �	 �	����� ������)

a2(A1x2 +B1) + b2x2 + c2x3 = d2.

*������ 	��+�� x2 '���� x3)

x2 =
−c2x3 + d2 − a2B1

a2A1 + b2
,

���

x2 = A2x3 +B2,

A2 = − c2
e2
, B2 =

d2 − a2B1

e2
, e2 = a2A1 + b2.

,��	
�'	 ��'����+��� ��	
		'��  	!���#���� ��� �+$	
	 	"
���� i)

Ai = − ci
ei
, Bi =

di − aiBi−1

ei
,

ei = aiAi−1 + bi, i = 2, 3, . . . , n− 1.
����-�

.$����� ��	
	 � �	��	�� � �	����	�����/	� ��'������ �������"
�% xi� ��'��� �&	 ���� xn� 0�� !�	
	 �	��	�/������ ����&����
������ ��� i = n− 1 � �	������ �������� ������� ������� 1���2�� �%)

xn−1 = An−1xn +Bn−1,

anxn−1 + bnxn = dn.

.��+��� �� �+'�� xn−1� �%	���

xn =
dn − anBn−1

bn + anAn−1
.

0����� ���	�/��� �	����� ������ � ��'������ ���� �	 �	���"
��� ����(�� ����-� ��	
		'��  	!���#����� �	����	�����/	 ��'������
��� ���������xn−1� xn−2� . . . �x1� ,�
	���� ��2��� ������������%
������� ���� ������ ���	�	� ��	
	 � ������� � ���� ����



� �� �����	
���� ����� ���

���� n� {ai}� {bi}� {ci}� {di}

A1 = −c1

b1
, B1 =

d1

b1

��� i �� 2

e = aiAi−1 + bi�

Ai = −ci

e
�

Bi =
di − aiBi−1

e

�� n − 1

xn =
dn − anBn−1

bn + anAn−1

��� i �� n − 1

xi = Aixi+1 + Bi

�� 1 	 
��� −1

����� {xi}

��	� ���� ����� ��������

��� ���	�
� �	������ ����� �����
�� ��� ��������� �
������ ��	���� ��
��	� � ����	�� �� �!"# �� �$" %�� ��
��
���# �� ��� ���	����� ��	��� ���&�
	������ ������	���� '	������# � � ��	�
|bi| � |ai| + |ci|# ������ ��� &� �	� ��
�� 
������� i ����� ���� ����� �����
������# ��	���� �� ��	� �� �
������# �
������� �� ��" ����� ����������� ��(��
��� 

���������� ��	��� ���&	������ ����
���	���� '	������ &���������� �����
���)������ ����� ������ ������	��
� ����(����) ����	���) ��	�����
&�����	���� �
�	��� ���	�
���� ���
�� ������ �	� ��(���� &	�(�� ������
��������) *������# �� ����� ��	���
���)������ ������ ��	����� �������
���# � �� ��&������ + ���� �	����
�� �	� ��( &��	�	����� ������ ����
�� ��" ���� ������ ��
������� ���)���
��� ���� ��� ����(���� ��	��� ���&	��
����� ������	���� '	������ 

�� � �����	 
���	 ������	� ,����
������ ����� ���&	�� ������������
���� -�����. � ��&�� �	� �����	���) �� ����/���� �������	�� ����
���� ������ ����� 

��������	�
� ��� ��&�� �	���� '	������ �� ��������� �'���0��
���� ��� ��������)# �
 ����� ��� ��&���	�� �	����) '	����� 1�� ��
����� ������2���� � ��������/ � ����� -����� 1������ 	�(�# ��

���� &	�������� &�����) ��# ���	��� ������� ��������� � �����
��	���� ���� �� �� � �����	����" 3�� ����� ���� ���	�
����� �	�
��������� &����) �����0� 

����	 ��	���
��� ��
� ���	�
����� � ��� �	�����# ���� �����0�
������� ��	����� ����������) 

����	 ��������
��� ������
�� ��&�� ��� ������� ���� ����
��0� ������� � ���������/ ������ 1���� �������) ��� ����� �
���������4 ������ &��2���� � ���(��� ����)�����# ���
������
��&�� �	���� '	������ � �� 

������
������	����� ���	�
������ �	� ��(���� &	�(�� ������#
���� �����0� � ����� ������ �����) 0�	��� �� ���2�/��� � ��������
�) ������ 

3�� � ������ ����� ��(���� ������ 	���)��� ��������) ���&�
������ � &	�� �	��� ��&��� � ���	����� ������# � ����� � ����
0��	��) 	��������� � 	���)�) �	��&�� ��� ����� 	���������" 



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

� �� �����	
���� �����

�� �������	� 
����	�� ������	
 ��������� � ������� ��	��� ���
�����
 ������ �������������������
 �� �������!������	����� �����
����� �����"�# ��� ������ � �������# ���!�# �� !��������� � �������
������ ����� �� �	���$ % �	�� ������ &�� �����������
����� ����  �����������
 � ���������� ��#�� ������ �� ���������	$
����������  ���� ���� � �������
 �� ��	���# �������� �������
 ����
������ � ������� ��	���� ������$

'�#��� ������� ������� ���#��� ��������#

Ax = b. (�$�)*

+���� � ������� ��!������� ��	���� ������ �������� ���������

��� ������� x(0) (�$ �$ �����������  ������	 ��� ������� x
(0)
1 
 x

(0)
2 
 . . .

. . . 
 x
(0)
n *
 �� ������� ��������� �� ���	
�� �����	�	� ! �������$

+������		 &�� ������� � ���� ����� ������� (�$�)*
 ������� ��!����

��# �����" ������ �����# b(0)
 ������# �� b,

Ax(0) = b(0). (�$�-*

%����� ��� ������	, Δx(0) . ����������� ���������� ������	


r(0) . ���	 !�
 �$ �$

Δx(0) = x − x(0), r(0) = Ax(0) − b = b(0) − b. (�$�/*

%�����	 ��������� (�$�-* � ��������� (�$�)*
 � ������ ��� �����
��# (�$�/* �������

AΔx(0) = −r(0). (�$�0*

����	 &�� �������
 �������  ������� ����������� Δx(0)
 !������ ���

��� ��� � !������� ������!� ! ������������ ������� x(0)
 �����		

��!�� ���� �� ����� ����������� ������� x(1) (�� ��	����		 �����
�	�	 ! �������*,

x(1) = x(0) + Δx(0).

1�!�� �� �������� ����� ��#�� ����� ������!� ! ������� Δx(1) �

�������� ���������� x(2) = x(1) + Δx(1) � �$ �$ +��"��� ��������

���	 �� ��� ���
 ��!� ���������  ������� ����������� (������!�* Δx(k)

�� ������ ���������� ����
 �$ �$ ��!� ��������� �����������  �����

��	 ��� ������� x
(k+1)
1 
 x

(k+1)
2 
 . . . 
 x

(k+1)
n �� ����� ��� ��������	 ��

����������  ������# x
(k)
1 
 x

(k)
2 
 . . . 
 x

(k)
n $

������������# ���"��� ��������	 ������	 ��������	�� ����#
2�!�����!� �����"�����# ����� ������	 ������� ���#��� ��������#$
+�� &���  ������
 ��� �	 ���������	 ���������� ���������	
 �$ �$
�� !����# �����"��
 �������	 ������� ��������# ���� (�$�0* � ����#
� ��# �� �����"�#
 	�	���#�	 �����"�# �������# ������� (�$�)*
 ���



� �� �����	
���� ����� ���

�����	 
����	 ����	� ��� 
�������� ������ ����������� ���������� ���

������ 
�� �
���������� ������ �� � ����!���� �"#�� ��������$
�� ���
� 
������ 	����

%�&���� ���� ����$��	  �������$  
���!�' ������������ �����
�� (� ���)� ��&���� ���� ����$��	  �������$ ����� �����*�������
��������� ��&���� �����*�������

���� ������	� �
��	�

�	��� �

������ ������������

x = x(0)

�
�����
��� ����	������

������������ x(k−1) = x

�	������� ����������

������������ x = x(k)

�� ���������� x �
���

�	��� �������
���  �	��� x!

"��# $#%# "�&���� ������	 ��
�����'
������� ����
(�'

��������  �������$ �� ���� ����
� �	 ����+ ������ � ��� '!��
� (��� ,��+� -������ �	�����
������� ��
������ ���..�*�����
 �������$���
 ����� ��������
��
���&����� ���"	����� ���)� ������
��������� 
��"��)���� �������$

���������	 (����������"�* x(0)+�
/�� ��"� ������� � ���
�'����
��"� ������'�� ��������"� 
��
�"�� (� �������� 
 ��� ��&����
�����  �������$  
���!�' 
���
���� ������+� 0���� ������� ���
*��������$ ������������$ 
���
*�� ��)��$*��� ��������
�������
���� �"�$ ��� �����*�'1
���	��

�� 
����� !��� 
��"��)���� x(k−1) � 
���� '!�� x(k)� 2�� ��������
���� ���   ���������� ���� �����*�$ 
��"��)����� ��&���� �������
� ������ 3

lim
k→∞

x(k) = x,

�� �����*�����$ ����� ������'� �����������
�� 
������� ������� 	������� � ����)���� ���" ���$ �������

�"���� �
������'� 
��"��)����� 
�� 
�� ��� '!�� �"������ 4��
����� ( �������$ ��
 ����$ 
����&����'+ ��������� x �� �� 	 
��

������������	 �����*��	� �� �� 
�� ����� ������� x(k) �� x(k−1)� 
��*�

�����!����� � 
���	���� ����� �������$ ���������	� 
�� �����	
�� 
������$ �����*���

-����)�� ������ 
��	��� � �
��������' ������ ������� x �� �� 	

�������������	 �����*��	� ��
������ ��� ������ ��
 ����� 
����&�
���� ε > 0� �� ��������� ��������� �����*������� 
��*�� ��)��
������ ��
������� ������ �� ���	 ���������3

∣∣∣x(k) − x(k−1)
∣∣∣ =

√√√√ n∑
i=1

(
x

(k)
i − x

(k−1)
i

)2

< ε, (,���+

max
1�i�n

∣∣∣x(k)
i − x

(k−1)
i

∣∣∣ < ε, (,���+



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

max
1�i�n

∣∣∣∣∣x
(k)
i − x

(k−1)
i

x
(k)
i

∣∣∣∣∣ < ε, ��� |xi| � 1. ��	�
�

���� � ������ ������ ������� �������� x(k) � x(k−1) ��� ε� �������
���� � ������ ������� ����� � ��!�����" �� ������ # � ������ �����
��� ��!�����$ ��� �����������%&� ��������� ��������" � ������� # �
������ ������� ������������ ��!�����$ ���������	 '��� ������� �� ���
������ ��� � �(����������$" �� � �������� �������� ��������� �����)����
��*� ���)���� ��+�� ������!����� � ������� ������� ����!��" ��������∣∣r(k)

∣∣ < ε. ��	���

�������" ��� � ���������������*������ �� ����������� �����$ ������
����� � �������	 ,�� ��������&���� ������!��������� !�����
��-����*� ������� � ��*����� ����� ������� ����� �����)�$ � ��� ��
���+���� �� ��������*� !�����*� !������� ���� ������&�%�	 .���$
/������ (��� � �����$-�� ����� � ���������*�����	

�� ������	�
������	���� 0�������-����� ������!����� �� ����
�����*� ��-���� ��������$ � � ������ ��!����� ����	 1���������
���������� ����� ������$ �����)�� � ��-���% ������ ����$�� �����
����$	

����-�� �� ���% ������� ��������$ � ������������������ ��� ��	��
� �������� �� ��+�������� ����(��!�����$2

Ax = b; 0 = b −Ax; x = b −Ax + x;
x = (b −Ax)τ + x; x = (E − τA)x + τb;

x = Bx + τb, ��	�3�

*� τ �= 0 # ��������� �����" E # �������� �����)�" B = E − τA	
4������-���� ������� ��	�3� /����������� �� ���$ ������� � ���+��
������$ �� ���������� ����� ������$ �����)��	

5�(���� ��������� ��������� ���(��+���� x(0) � �������� �*� � ����
��% ����� ������� ��	�3�2

x(1) = Bx(0) + τb.

4�������� x(0) �� �������� ��-����� �������" � ����$ ����� ��	�3� ���

������� ��������$ ����(�) x(1)" � �(&�� ������ �������$ �� x(0)	 4����

�����$ ����(�) x(1) (��� ������������� � �������� ����%&�*� ������*��
���(��+���� � ��-���%	 6����*����" �� �!�������� k 7 �� ���(��+���%
��+�� ��$�� (k + 1) 7 � ���(��+����2

x(k+1) = Bx(k) + τb, k = 0, 1, 2, . . . ��	���

8������ ��	��� � ����+��� ��(�$ ���� ������$ �����)��	 ,�� �� ����
������� ��+�� !���� ������������$ ���� �������� τ 	 9� !������� τ
!������" (��� �� � ������ ����" � ���� (���" �� ������ (��� ��������
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�� ��������� � �	�������� ���	������	 ������ 	� �����
	�
! � � � � 
 	� �	��
 detA �= 0� ���� ������� ������� "#��$% ����

����� ����� � ���
�� ������ ����� �� ��������� ����� 1) �������
B = A− τE �� ���	�� ��
� �������
&�� �������'( ����� 
	����'A
���� ��	)	�� ��	���� �'���	 τ � ����*

�����	� �� �(���
���� 
����	 � ����
	����� �������� �(���
����� �
���������
�� ����	� τ 
���� �������� �	��'
 ��������
� ���������
�
������ �	���
��� 1� 0.1 � �� ��

�� ����� �	
��	�������� +���
 �) �	
'( �	�������	����'( ����	*
�����'( 
������� �����	� ���� ��������� � �������� ����	

����	*
���� �������� ���� ��	��� !�����
,�������������
 ��	�	�	 -��� 
���� �	 ���
��� ������� �����
'

a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1,

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2,

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3.

"#���%

,���������
� ��� ��	��	���'� -��
���' a11� a22� a33 ������' �� ��*
�� "� ��������
 ����	� 
���� ������	���� ��	������%� �'�	)�
 ���)����*
�'� x1� x2 � x3 �������������� �) ������� ������ � ������� ��	������
�����
' "#���%.

x1 =
1
a11

(b1 − a12x2 − a13x3), "#��/%

x2 =
1
a22

(b2 − a21x1 − a23x3), "#��0%

x3 =
1
a33

(b3 − a31x1 − a32x2). "#�12%

3	�	��
 �������'� �	�	���'� "�����'�% ����������� )�	����� ���)*

�����'(. x1 = x
(0)
1 � x2 = x

(0)
2 � x3 = x

(0)
3 � ,����	���� -�� )�	����� � ��	*

��� �	��� �'�	����� "#��/%� �����	�
 ����� "������% �����������
��� x1.

x
(1)
1 =

1
a11

(
b1 − a12x

(0)
2 − a13x

(0)
3

)
.

4�����)�� -�� )�	����� ��� x1 � ����������� x
(0)
3 ��� x3� �	(���


�) "#��0% ������ ����������� ��� x2.

x
(1)
2 =

1
a22

(
b2 − a21x

(1)
1 − a23x

(0)
3

)
.

4 �	������ ������)�� �'�������'� )�	����� x1 = x
(1)
1 � x2 = x

(1)
2 � �	(���


1) ��� � ��



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

� �����	
 �������� ������ ����� ���������� ��� x3�

x
(1)
3 =

1
a33

(
b3 − a31x

(1)
1 − a32x

(1)
2

)
.

�� ���� ����	
������ ����� ������� ��	�� ������ ������ �

������� ������	
� ���� 	������ x
(1)
1 � x

(1)
2 � x

(1)
3 � ����� ����� � ����

����� ������� ����
� �������� � �	
����� ������� �
�
� ������

����� ���������� � ����� x1 = x
(2)
1 � x2 = x

(2)
2 � x3 = x

(2)
3 � �� ��

��	
�	��	 � ������ k ����� ���	��	��� ���� ��	
�	��	 � ���
���� k − 1� ���

x
(k)
1 =

1
a11

(
b1 − a12x

(k−1)
2 − a13x

(k−1)
3

)
,

x
(k)
2 =

1
a22

(
b2 − a21x

(k)
1 − a23x

(k−1)
3

)
,

x
(k)
3 =

1
a33

(
b3 − a31x

(k)
1 − a32x

(k)
2

)
.

�����	���� ������ ���!������� !� �" ���� ���� �����	� x
(k)
1 �

x
(k)
2 � x

(k)
3 � ����#� 
�	��	�	 � ��!���� ��$�%�����& � �����	��

x
(k−1)
1 � x

(k−1)
2 � x

(k−1)
3 �

� � 	 �  �� '%	�� � ����(�& ���!� )�#���*+ !�� ��!#&(#&
�	���# #�����	 ,

4x1 − x2 + x3 = 4,
2x1 + 6x2 − x3 = 7,
x1 + 2x2 − 3x3 = 0.

-$�� �����	��� ��� �%�	 !���� �	���� ��!#&(, x1 = x2 =
=x3 =1�

'  %  � 	 � .����	� �	������ x1� x2 	 x3 ������������ 	� ���
��$�� �����$� 	 ����$� #�����	 ,

x1 =
1
4

(4 + x2 − x3), x2 =
1
6

(7 − 2x1 + x3),

x3 =
1
3

(x1 + 2x2).

. ������ ��������$� ��	
�	��	� ���� /�� �
���� !������ ��	��

x
(0)
1 = 0� x(0)

2 = 0� x(0)
3 = 0� 0� !� ���� ��	
�	��	� �	������",

x
(1)
1 =

1
4
(4 + 0 − 0) = 1, x

(1)
2 =

1
6
(7 − 2 · 1 + 0) =

5
6
,

x
(1)
3 =

1
3

(
1 + 2 · 5

6

)
=

8
9
.



� �� �����	
���� ����� ���

�����	
��� ��
��
� �������
� ��
��
���
��

x
(2)
1 =

1
4

(
4 +

5
6
− 8

9

)
=

71
72
, x

(2)
2 =

1
6

(
7 − 2 · 71

72
+

8
9

)
=

71
72
,

x
(2)
3 =

1
3

(
71
72

+ 2 · 71
72

)
=

71
72
.

������
���� ������� ����� ���������� �� �������
� ����� �� ��!
��
 �����  �����
��
 ��
 �����" � ���" ��������������" 
�����
�"#

$�������
� ������ �
����� n �
����" �������
� � n ��
 ������
#
%��
&�� �� � �
��

ai1x1 + . . .+ ai,i−1xi−1 + aiixi + ai,i+1xi+1 + . . .+ ainxn = bi,

i = 1, 2, . . . , n.

%���� ��'�� �����( ��������	���( ��� ��� �
�	������� )������ ���
��
�� ����# *�	�� � ����������

 � ������� +�����,%������ k!� ��
��
���
�
' ��&��
� ����� ��������
�� � �
��

x
(k)
i =

1
aii

(
bi − ai1x

(k)
1 − . . .− ai,i−1x

(k)
i−1 −

− ai,i+1x
(k−1)
i+1 − . . .− ainx

(k−1)
n

)
, i = 1, 2, . . . , n. -.#/�0

������
���� ������� ������������ �� ��" ���( ��'� ���  �����
� x
(k)
i

�� ������ ��
 '
�
 ' x
(k−1)
i ( �# �# � '������� '�
���
�  ����&��
� 
�����
�


����� ����� ���� 
 �����
� -.#��0 , -.#�/0( -.#�.0#
��� �����	��
� �
���������� ������� -.#/�0 ���

����� �
���

	����� ���������� ����������
�� ��� ������ �������� ���
�	�
���� �� 	����� ��		 	������ ���� ��
����� ����������
�� ������ 
����� ���������� ���	��
��!"

|aii| �
∑
j �=i

|aij |, i = 1, 2, . . . , n. -.#/�0

1�
 )��� "��� � ��� ����	� �������
� ����������� ������ ��������!
�� ����	�# 2�
 �����
� �������� ����������
 ��� �"��
����
 ������(
�� ��
 �� �������� ����"��
��
( �# �# ��� ��'����" �
���� 
����!
�

 �"������ 
 ��
 ����&��

 �����
� -.#/�0#

��	��
�� ��&��
� �
���� n �
����" �������
� ������� +�����,
%������ ����������� �� �
�# .#3# 4 '������� 
�"���" ����" �������� n(
'�)55
�
��� 
 ����� ����
 �������
� �
����( ��	��&����� ε( ��'�
!
������ ������
��� �
��� 
�����
� M ( � ��'�� �������� ��
��
���
�
��������" xi -i = 1, 2, . . . , n0# 6����
�( ��� �������� ��
��
���
�
����� �� ����
�� � '��������( � ����	��� 
" �����
 ��'�����  ��!
���
�� -����
���( ����0# 7�
���
��  ����&��
� 
�����
� ������

� ���� ����	
� ��� ������
��



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

���� n� {aij}� {bi}� ε� M � {xi}
l = 0� k = 1

δ = 0

��� i �� 1

s = 0

��� j �� 1

s = s + aijxj

�� i − 1

��� j �� i + 1

s = s + aijxj

�� n

x = (bi − s)/aii

d = |x − xi|

	
 d > δ ���

δ = d

xi = x

�� n

	
 δ < ε ���

l = 1 	
 k = M ���

l = 2 k = k + 1

�� l �= 0

	
 l = 1 ���

���� {xi} ����� �����
���
�
���������

���� ���� ����� �
���
��� ����

�����	
 ������ � ������� �
�
� δ �������
�� ����	������� ����������

�
�	�	�� �������	 x
(k)
i 	 x

(k−1)
i �

δ = max
1�i�n

∣∣∣x(k)
i − x

(k−1)
i

∣∣∣ < ε.



� �� ������ 	� 
��
��		�� �	���	�� ���

��� ���	
�� ������ 
������������� �	��
��� ������ �	���������
k � ���������� ����� �������� i� ����� ���������  �� � �������!
����� ������� ����
����
� � 
������
���"#�� ������ j � ����� ����

��� aijx
(k)
j ��� aijx

(k−1)
j � ����� �
�� 
�����$���� %&'��(' )�����!

����� �����

 �����#��
� ��	� ��� δ < ε� ��	� ��� k = M ' * ��!

������ 
���� ������� �� 
+����
�� � ��� �����
� 
��	#����' ���
����$���� ����� ������"#��� ����������� �����

� �
���,����
�
��������� l� ������ �������� ������� 0� 1 � 2 
������
������ ���
������ ���� �������� ��� ���������� �
����� δ < ε � ��� �������!
��� �
����� k = M '

� �� ������ 	� 
��
��		�� �	���	��

�� �������	 
������ -��,$�� ��
�� �����!��+����
��+ ���� 
�� � ��������� �

�������� � �	�
�� ����
�����,��� �������� ���!
	�"� �+� ����� 
�	
������+ ������� � 
�	
������+ �������� �����'
*����� ��������� ������������ ���	+������ ��� ���� ���� ������
������ ����.'
/

������� �������" ������ n!�� ������

A =

⎛
⎜⎝
a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n

. . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann

⎞
⎟⎠ . %&'��(

*����� x = {x1, x2, . . . , xn} ������
� ����������	 ��
����	 ����!
�� A� 
������
���"#�� ����������	� ������� λ� �
�� �� �������������

�
���� ��������

Ax = λx. %&'�&(

0�
���,�� ��� ���� ���� 
�	
�������� ������ � 
���� �� �
�!
��
� 
�	
������� �������� ���  � ������� ��� �� �� ���������,' *
�
���
��� � ��" ��������� 
�	
�������� ������ �� �� �������, �
��
���,��" �� ��+ ��� � ����� ������� � ��
������ 
���� �������
�
��������� 
�	
������� ������'

����
����������
�� 	������� C ����� ������ A ������
� ��!
��� ���

C = A− λE =

⎛
⎜⎝
a11 − λ a12 . . . a1n

a21 a22 − λ . . . a2n

. . . . . . . . . . . . . . . . . .
an1 an2 . . . ann − λ

⎞
⎟⎠ , %&'�1(

��� E� �������� �����' 2���� �����,� ��� 
�
���� %&'�&( �� �� ���!

�, � ����

(A− λE)x = 0 ��� Cx = 0. %&'�3(

��



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

���� �	
	���  ��
�������� ��
�	 ������ �	��
� x� �� � ��	��� ������
����	�� ������ ����� �������� � ���	

(a11 − λ)x1 + a12x2 + . . .+ a1nxn = 0,
a21x1 + (a22 − λ)x2 + . . .+ a2nxn = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an1x1 + an2x2 + . . .+ (ann − λ)xn = 0.

���� �

������� ������ ��� ���� � 	
�	���	 �������� �������� n ������
���
��� � n ���
������� �� ����� ����
�� �����	 ���� ���
���� ����� �� ������������ ��
� ���� detC = 0� ������ ������ �
�����
���

������������ ����� � C 	
�	���	 ��������� n�� ������ ������
����� λ�

detC = c0λ
n + c1λ

n−1 + . . .+ cn−1λ+ cn, ����!�

���"��	�"� ������������	����
 
���	����
� #�
�� $��%� ���%���	��
&��&'��& ��(���	��"�� ����	��&�� ���
�)" A�

*�& ��+���	��& ��(���	��"+ �	��
�� ���
�)" �
	(�	��& 
	,��� ��-
��	�� ���	��"+ ��%	(
���	��+ �
���	���� 
	,	��	 ���
�� �	 	���-
���	����.� ���	���� ��%	(
"���	����� ��� � $��� �����	 ��
���
� �(/	%�

	,	��& ����	�" ��		� ��	��'/�� ���0 ���� ��� �	����� �	���	���"+�
���"��	�"+ ��������
�� ��%�� �
������� �'("	 ����	��&� � �������"	
�	���	���"	 �"
���'��& �	
	� ���(���"	� 1���� ���(���"+ �	���	���"+

���� ����� �
���	��� ����	�"� &��&'/�+�& ��	�����	� �������"+ �
��-
�	���� 2� �
���	� 	��� ���(����	 �	���	����	 ���� ���� ����� � ("-
��	��� 	%� ����%�'� 
���"� �	���
��� ������ ���
��	
 	����)	� 3���	
$��%� �������"	 �	���	���"	 ������	��" �	��
�� ��+��&��& ��������-
�� �� �������	�" ���	��� �	�������"+ �
���	���� � ���
�� ��(
�,	��
�
���	��	� &��&'/		�& ��	�����	� �������"+� 4�� �
�)	��
� �	 ���&	�
�� 
	������� 
	,	��& ������� �������� � ��	 ���	������� ��(���	��"	
�	��
" ��+��&��& � ��������' �� �����&���%� ������	�&�

3 
 � � 	 
� 5"������� ��(���	��"	 ����� � ��(���	��"	 �	��
" ���-

�)"

A =
(

3 1
2 4

)
.

6 	 , 	 � � 	� 7������� +�
��	
�����	��� ���%���	�∣∣∣∣3 − λ 1
2 4 − λ

∣∣∣∣ = (3 − λ)(4 − λ) − 2 = λ2 − 7λ+ 10.

2���	� �
�� $��%� ���%���	�� ���
�� ��	�	��0

λ2 − 7λ+ 10 = 0, λ1 = 2, λ2 = 5.



� �� ������ 	� 
��
��		�� �	���	�� ���

��� ���	
���� �	��������� ����	�	� x1� x2� �		����������� �	��
�������� �������� λ1� λ2� �	����� ������ �������� ��� � !�"#�
� !�$# ��� ��
�	%	 � ��!

&� λ1 = 2 �	����(
3 − 2 1

2 4 − 2

)
·
(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
,

�� � �		������	� '	����

x1 + x2 = 0,
2x1 + 2x2 = 0.

(�������� ��	 �������� �����	 ������! &	)�	�� 	�������� �*+ 	��	
� ��!

,� ����	%	 �������� �������� ��	 x2 = −x1! -�������	� x1 �	
�
�	 �����+ ��	�	����� �	��%��� x1 = 1! ����� x2 = −1� � ��	�
����
���
��� ���
��
�
������ ��	�
����� ������ λ1 = 2� ����
 ���
x1 = {1,−1} ��� x1 = e1 − e2� ��� e1� e2 � ������� ��
� ��	����
	������ ���
����

.���	%��	���	����	�	� �	�������������	�� �		������������	��
������	�� ������� λ2 =5! /������ �	�������� �	������(

3 − 5 1
2 4 − 5

)
·
(
x1

x2

)
=

(
0
0

)
,

−2x1 + x2 = 0,
2x1 − x2 = 0.

/����� x1 = 1� x2 = 2� x2 = e1 + 2e2!
0���	� x1 �	���	���1 �	������ ���
� ����	� x2� ������� �%	 �	��

�	����� �� ���	�+*�� � ��! &	���� x2 = 0.5e1 + e2! 2	
�	 ���
�
������ ����	�� � �����	� ����� ������� � �	��	����� �� �������
�	����� ����	�	�! 0 )�	� ������

x1 =
1√
2

(e1 − e2), x2 =
1√
5

(e1 + 2e2).

2� �����	���� ��	����*� ����� �������� �	��������� ������
��  �	��������� ����	�	� ��� ����3� ��	�	%	 �	�����! -������	 ���
�
��	���� �	�	��	� ��*��� ����� ��� ����3� ����+�%	 �	�����  ���
���	�	��� ���+�� ���3��+��� �������!

0 	���� ������� 	�	����	 ��� ����3 ���	�	%	 �	������ ������ 	 ���
�	
��� � �	��������� �������  �	��������� ����	�	�� ����������
������ ������	�� 
��
������ ��������� �������+�	 �	��� ��	
���!

-� ������ ��%��� �	
�� �	�����+��� ��	 �	��	� ��	���� � �������
�� �	���� ��	%	����� � !�4#! /����	 ����+ ������ 	��	
���� ���� ��	
���� �	��������� ������� ����	 ����������� �������! , ��	�� �	%	� ���
��	��	�+�	� ����3� ����	��	 ������+ ��� �	)''3���� ��������
�������	%	 ��	%	�����!
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� �	��	�� ��� ����	� �����
�����	�� �������

�� ��� �������		� �	���	�� �����������
�� ������ �����������	�
�� ���� �������		� �	���	�� ������ �����������	 � ������	 ��

����������!"#�� �� �������		� ��
��� ����$�	���	 � �����!"� �����
��������������$� �������	����� %����������	� �"��� ��
��� � ��		��
�������	���� ��&	� ������� ����� ����
!�	���� ��	��	� 	���������
�������		� ��
������

�� ���� ��� ������ A � B �����	
 �� �� �	� �����	 ����	�'�	���

B = P−1AP, (���)*

�� �� �������		� �	���	�� �������"� (����� P + 	�
������ �������*�
�����������	�� ������� (���)* ��&	� ������������ ��� !���#�	�� ��,

���	�� ������ � �����! � ������	�� �� �������		� �	���	�� ������ 

�	���$��	�� ������ ��� ����� ������� ������� ������	� ���� �!�'��
!���#�	��� ������ (����* ��� � �������	�� �� 
 ���!$���	��! ���!

A′ =

⎛
⎜⎝
a′11 a′12 . . . a′1n

a′22 . . . a′2n
. . . . .

0 a′nn

⎞
⎟⎠ .

����� ����	
� (���-* ���� 	��� �� ���������� �	�� ��� 	�������
�����	��� ���������� ����	
� ���� ���	����	�  �	��������
��� �������� ������� �������	��	 ��	� ����� �� (���.* � ����
��� � 	�� �	�

detC = (a′11 − λ)(a′22 − λ) . . . (a′nn − λ).

%������		� �	���	�� ������ ���	� 
��	�� /��$� �	�$����	� 
��&	� ���!���� ����!0

λ1 = a′11, λ2 = a′22, . . . , λn = a′nn.

1�
�� ������� �������		� �	���	�� ���!$���	�� ������ ���	 ��
���$�	���	� /����	���� 1� &� ����� ��������		� ��	������ � 
 ���$�,
	���	�� ������� 
������ �������� ����	� ��!���� ���!$���	���

2�
����� ��� ������ !������ �������� 
 ���!$���	��! ���! � ��,
��#�" �����������	�� �������� � ����	���� �����������
!" ������!
��&	� �������� 
 ���$�	���	��! ���!� 2� ���
��
� ����� �������!����
�������	�� �����������
�� ������ 
 �������$�	���	��! ���!� 3����,
�!�� ������	�� �������		� �	���	�� ��� ���!��		�� ������ �	���,
����	� !���#����� �� ����	�	�" � ������� ��� �����	�� �������

%!#����!�� ��� ������� ��	���		� 	� ����������	�� �����������,
	�� ������� �������"#�$� �������� �����	!" ������! 
 ����� �������
���!
�!��� 4 ���������� 	�&� ���	 �� 	�� + ����� ���#�	���



� �� ������ 	� 
��
��		�� �	���	�� ���

�� ����� �	
����� ����� �	 
��������� �������� ��	��������
�������� �������� ������������� ������� n� � ������  ��������
 ����!���� ����� �������� ����� ���	�
��" �� ������� �� �������!��
���#������� �������� ������� �������� � n������� ������������" $��
���!� ��#�� �������� ��%�� 	������! ������������!������ 
������
������ &������' �������(� �� ��)���� 	����� ��%�� ��	#��! �� ���
)� ��� �� �%��� �	 ������ �������������� ������ ��������" *���
�#��	��� �� �%��� )� � ��#������� ��� ��� + i�� � j�� &i �= j'� � ���
����� �� � �� ϕ ����	������� � ��������� ���������( ����	 
�� ���,
�����!��� ��� �������� �� ������)� � �������%��"������ ���	�
��
��� 
��� ����� ���

Pij =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1
01

" " "

pii . . . pij
"""

" " "
"""

pji . . . pjj

" " "

10
1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

pii = pjj = p, pij = −pji = −q, p = cosϕ, q = sinϕ.

&-"-.'

/���! �� ������������� ������� � ������������� 
���������" 0 ������
��������� ������� ��� �����!	������ 
�� � ������ ��%�� �	�����!
������� &-"-.'"

1�� ������������� ����#��	������ ����#�� &-"�2' ���#������ ��(��
�#������ ������� P−1

ij " 3�%�� ���	��!� ��� ��� ����� � ���������������

������ ����������������( ������� P �
ij " 1�� ��������� �#�����( ������

�� ���������� �������� 	����!��� ����%���� ���� 
�������� �������(
������� ���������!�� �� ��� �����" 1�� ��� �������� ��%�� �������!
������� ����� � ����#�� �������( �������, 
������� pij � pji ��� 
���
���������� �������"

4 �� �������� ϕ �� �%��� )� � ��#������� ����� ���#� � ����
�#��	������( ������� �#������� � ���! ���� 
������ &� ������������
�( ������� + ���'" $������ ����#��	������ �������( ������� �����

���������� � �������� �� ��#�� k�� )� � ��%�� ����������! � ����

����������� ������)���( 1)

A(k) = P �
ijA

(k−1)Pij , k = 1, 2, . . . &-"-�'

1) ����� ���	
�� 	����
� P 
 ������
� i� j ��
��� �� ����	� ���� k�



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

������	
���
������ �
��
��������� ������� �������	�� �
�����

��� ��	
��B=A(0)Pij �����A(0) ��!����� ��	
���A"� #�$ ����� ��
�%�%&"' � ���(����� ��	
�� �	������� �	 ��!����! ����)	�� *���	�'
�	��+� � i�� � j�� �	�����!, ��	����� *���	� �������)	 � *���	���
��	
��� A(0)' 	� �

bli = a
(0)
li p+ a

(0)
lj q, blj = −a(0)

li q + a
(0)
lj p,

blm = a
(0)
lm , m �= i, j, l = 1, 2, . . . , n.

�%�%-"

.�	� ��!���	�� �
��
��������� ��	
��� A(1) = P 	ijB� /���	� ���(�
����� ��	
��� �	����)	�� �	 *���	�� ��	
��� B 	���$� i�� � j��
�	
�$���� 0�� ������� ���	��������

a
(1)
im = bimp+ bjmq, a

(1)
jm = −bimq + bjmp,

a
(1)
lm = blm, l �= i, j, m = 1, 2, . . . , n.

�%�%�"

1�$�� ��
����' �
��
��������� ��	
��� A(1) �	����	�� �	 A(0) *��
��	��� �	
�$ � �	������ � ���
��� i � j� /	� *���	� �
���	���)	�
�� �� 2�
�(��� �%�%-"' �%�%�"� 3 �����! 2�
�(��! ��$� � ��
�������
��	����� ��
��	
� p � q, �
� *	�� ���� ���� �� ��! ���������' ���$���$(
��� �������)	�� 	�4��	�(

p2 + q2 = 1. �%�%%"

5���	�)+ ���� (
����� ��� ��
����� *	�! ��
��	
�� ���(��	��

�� (������ ��
�+��� � �(�� �$�	�
��� *���	� ����� ��	
��� A(1)�
3 ���������	� �	 ����
� *	��� *���	� �	
��	�� 
������� ����
�	��
�	��� �
�+����
0���� �� 	�$�! ����
�	��� ����	�� ��������	���� ��
�+�� �

�(�� ��! ��(���! *���	��' �4�+�! �� 	
! ��������� ��!�����
����	
���$�� ��	
���� /	� 	�$ ��������� ������ ����	 
�������
3 ���	�	�	��� � *	�� �	���� ��
�+�� � �(�� *���	�� ��	
���
�
�������	�� ��������	����' ������� � *���	�� �
��� �	
�$� �� �
�
���� �	�����' 	�$ $�$ ��	
��� ����	
���$��"�
6
���� ��������� ������� � ������������� �!��	���$��� �����


�4��� ��	
��� �
��� %�7"� 1��$��� �	���� *���	� ��	
���� 5��
$����� ����� ($�����)	 	
� ��������� ��	
���' *���	� �� $�	�
�!
���� �$������� 
���	� �	����� �	 �(��� 8���
�	� 
���� ������ �(4�
�� ���	
��	� 	�$�� ��
����' �	��� �� *���	� �� ���( �	�
��( �	 *	�!
	
! ��������� ��
�	����� � �(��, 	���� ����	
���� 
������4���
*���	� 	�$4 �	��(	 �(������ 0�
�+�� *���	�� � �(�� ��4��
�������	�' ���
��
' � ���()+� ��������	�����	�9 a13' a14' . . . ' a1n'
a24' a25' . . . ' a2n' . . . ' an−2,n�
���������� �	�
��� ����� ��� ��		��� ������ ��������� � �����

�	�� � 	��� ���	�� a13 �� ��������
��� a31��  �� ��������	��



� �� ������ 	� 
��
��		�� �	���	�� ���

i

j

i j

���� ����

����������	
	 ������� ����	 ������� ��� 	� � i��  j��� ��� ��	��
������� a13 	������� � ���	�� � ��	���� � �	���	� i � j� �	�	��
i = 2� j = 3  ���	�� ������ A(0) � ���� �� ������ ������� P23

 ����� �� ����� 	��	������ ������ P �23� �	���� �	��� �������
�������	� ������� �	�	��� ����������  	 !	������ ������� �������
�	��
�� � �" l = 1  m = 3� ��"	��

a
(1)
13 = b13 = −a12q + a13p = 0.

#������ �	������	 �������  	������ ������ �������$ ��� 	 �������
��  �������	� p� q%

a13p− a12q = 0,

p2 + q2 = 1.

	
�� ��� ����
��� �������

p =
a12√

a2
12 + a2

13

, q =
a13√

a2
12 + a2

13

.

�������� ��� �����
��� p� q� �� �� �� !������� ������� ������ "�#������
���#
�� ��
�
���"� ���$�� " ����%�� � ����&'�� � ���
���� i = 2, 3(
j = 2, 3 ���������
 ��
�
��� �������) �����'� �
 ���
��������
*����+�#��� "�&��� �� ��
�
������+� "��$
�� i,- � j,- ���� �� ,

�� ��&���� ���
"�+� ���#
�� �-&�+� ��
�
��� a
(k)
i−1,j �� k,� ��+
� . ����



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

�����	 �
��
�� ��
��� ����	�� Pij � �����	
�� ��
���� �������
�

�� �� ��������� �����	���� � ������ ���	��
�� ���� ��	�	�
� a
(k)
i−1,j

 �� ��! "
 ������� �	�
 �#

p =
a
(k−1)
i−1,i√(

a
(k−1)
i−1,i

)2

+
(
a
(k−1)
i−1,j

)2
, q =

a
(k−1)
i−1,j√(

a
(k−1)
i−1,i

)2

+
(
a
(k−1)
i−1,j

)2
.

$�
���� ���#	���	 ����	�� �����	
��� p� q� ��%�� �� ������
��� �� �&!� �� ��! ���
 ��	�	�
� ��	�'���������� ��
��� (�� ����
�
��� ����) �'��
��� � �� � * +	�
���)��� ���� ��������

�
��'�� � ���	��� i  j� ���
�	
�
���� n� A

��� i �� 2

��� j �� i + 1

�	
����� p� q

��� l �� 1

�	
����� ali� alj �
ail = ali� ajl = alj

�� n

�	
����� aii� ajj � aij �
aji = aij

�� n

�� n − 1

�	��� A

���� ���� ���� �������

�
����� ���� ��	�	�
����,� ����
�	��� ,�����
��)��� - �
���
� 
	� %	 ���	��� .� ������
��
��	��� /�,	 ��
��� ��	�'����	
�
�� 
��� �'������ �
�'� �
�	�	���	
��	�
��� ��	�	�
� �'��
��) �
���) "�	�	�
����	 ����	�	 �� ��!
�� ��%#�� /�,	 
�	'�	
 �	�	��	
�
��	0 ��	�	�
�� �
�	�	���0 �
��'�
���  �
��� $�
���� ���	
���
��%�� �����
) �/) ��	 ��	�	��

� �
��'���� � ��	�	�
� �������
�
�� � ������ ���	
� 1�����
�	�	 ���
�����
 �/) ��	�	�
��
�������%	���	 �� �	�	�	�	��0
�
0 �
���  �
��'��� 2� ��	���
�
�� �� ��%#�� � #��0 �
���� ���
�����	��,� /�,� 

3��� �'������ �� ��%#�� /�,	
��	�'�������� ���	
��	����
��
��� #�� �����	�� ��	�	�
��
�
��'��� ����)���
�� ������

�� �� �&!� � ��	�	�
�� ��0�#��	�� �� �	�	�	�	��0 ��	��	��0 �
��� 
�
��'���� �	�	��
����
�� 	�	 �� �������� �� ��! 4� �
�� �����	���	
���		 ���	��	 ��	�	�
� �	 ��	���
�� 5�,��
� ���	#	�� ���	
��
�	���� ��
��� � 
�	0#�,����)���� �#� � �����)� �����,� �	
�#�
����	�� ��	#�
���	� �� �� � � 

6�'�
�	���	 ����	�� �����	���� 
�	0#�,����)��� ��
��� '�#�


��%	 ��'�
�	���� ����	��� �0�#��� ��
��� 6�'�
�	���	 �	�
��
�� xi �0�#��� ��
��� �	 ����� �	����	#�
�	��� ��'�
�	���� �	�
��
���yi 
�	0#�,����)��� ��
���� � �������
�� � �����)� ���
��/	��

xi = P23P24 . . . Pn−1,n yi. �� �7!



� �� ������ 	� 
��
��		�� �	���	�� ���

�� ������	
��	���� �	������ ��� ���� ����	�
� � �� � ���������
������ ������� ���
� �������� � ������� �������	���
�� ������� � ��� �
���!�
���
��� ����� ����� 	�
�� 	�����
�������� ��	���� ����	�����	
�����	��	������ ��	����� ��������� ��� ��	�����	�� � �������	������
����	���� � ������ 	�����	�� �����	� �� ����	������ �������� � ����	 
������ ���	���! "�����	��� 	�����
�������� ��	���� ���

A =

⎛
⎜⎜⎜⎝
b1 c1 0
a2 b2 c2
. . . . . . . . . . . . . . .

an−1 bn−1 cn−10 an bn

⎞
⎟⎟⎟⎠ . #$!$%&

'��� (�����	� b1� b2� . . . � bn �������)��� ���� 
������ ��
�����* c1�
c2� . . . � cn−1 + �� ���* a2� a3� . . . � an + �� ���!

,�� ����)���� ����	������ �������� ��)�� ��������	� ���� ���� 
���	��� Dn(λ) = det(A− λE)� ���

Dn(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

b1 − λ c1 0
a2 b2 − λ c2

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
an−1 bn−1 − λ cn−10 an bn − λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0. #$!$-&

.����������� �������	��� n 
� ������ ��)�� ������	� ����� n �� 
����� (n−1) 
� ������ ��	�� �����)���� �
� �� (�����	�� ����� �	����
��� ����
� �	�����! "����)�� �������	��� #$!$-& �� (�����	�� ����� 
��� �	����� � ��	���� ���
� �� ��������� (�����	�! .������

Dn(λ) = (bn − λ)Dn−1(λ) − anMn−1(λ), #$!$/&

Mn−1(λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
b1 − λ c1 0
a2 b2 − λ c2

. . . . . . . . . . . . . . .
0 an−1 cn−1

∣∣∣∣∣∣∣ .
.�������� �����Mn−1(λ) ����)�	 � �������� �	����� ��0� ��� ���� 
����� (�����	 cn−1� 	�� �����
�� �
� �� (�����	�� (	�
� �	������ ��������

Mn−1(λ) = cn−1Dn−2(λ).

.��	����� (	� ����)���� � 1������ #$!$/&� �������� ��������	���
���	��0����� ����)��2�� ����� ���0�
� ������ ����� ������ ���
���0�� �������3

Dn(λ) = (bn − λ)Dn−1(λ) − ancn−1Dn−2(λ). #$!$�&



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

������	 D0(λ) = 1
 ���� ������ ������ ���� ���	���� a11 ������
������� �
 �
 � �����	 ������ D1(λ) = b1 − λ
 �����	� � �����	 ������
���D0(λ)� D1(λ) �����������  �	��! "�
�#$ �� n = 2%

D2(λ) = (b2 − λ)D1(λ) − a2c1D0(λ) = (b2 − λ)(b1 − λ) − a2c1. "�
&�$

�������� ��	
� �
�
�
 �
����� 
���������� "�
�'$� ���������� �
����������
�� ������	�� "�
&�$� ����� 
����
�� ���
����� �������	�
	�� �

	
��	�� "�
�#$� �
�	
 	��� ������	�� ��� �������������
��
�
 �	
�
���	�Dn(λ) ��� � �
�
 n � 2� �������� �
�	� !
�
 �	
�
�
���	�� �
������ �
����		�� �	���	�� λ1� λ2� . . . � λn �������
	���	
�
����"� "�
�($�

)���	 �������� ��� ��*������!� �������� λ1� λ2� . . . � λn 	���+! "�
�($
�!������!
 ,����	 �����������-.�� �	 ��*������!� �����!
 /�� �-*��
�� ��*��������� �������� ��*������!� ����� ��0������ �� �����	! ����
����� "�
1($

(A− λE)x = 0.

������	 �� 	�������  �	! ������ ���� �����	! � ���������
"A2 	���+� ���� "�
�($� x = {x1, x2, . . . , xn}$%

(b1 − λ)x1 + c1x2 = 0,
a2x1 + (b2 − λ)x2 + c2x3 = 0,
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1xn−2 + (bn−1 − λ)xn−1 + cn−1xn = 0,
anxn−1 + (bn − λ)xn = 0.

"�
&�$

����+� �����	! "�
&�$ �!��������� ��������� �� ����������� "�
�'$
���� ���-
 ����� ��������� ��� ���� ci �= 0 "i = 1, 2, . . . , n− 1$� �� ���
������� �������� �����	! "�
&�$ �������� ���������	 �������!0 ������
���
 /������������� ���� ��*����� ���!� ����*�+ � �������-- �����
� 	���+� A� �� �	���� "�
�'$ ��������� ����������� ����∣∣∣∣∣∣∣

c1 0
b2 − λ c2
. . . . . . . . . . . . . . . . .

0 an−1 bn−1 − λ cn−1

∣∣∣∣∣∣∣ = c1c2 . . . cn−1 �= 0. "�
&3$

4������������� ��� ����� � ����� �� (n − 1)�- ������� ��������	!�
��������� �������� �����	! "�
&�$ 2 ��������� �������!0� � ���� �����
������� ���� �����	! �������� ���*���!	
 5�*��!��� ���������
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��� ������� ���	
���� �� � �	��

c1x2 = −(b1 − λ)x1,

(b2 − λ)x2 + c2x3 = −a2x1,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

an−1xn−2 + (bn−1 − λ)xn−1 + cn−1xn = 0.
������

��	��� ���������� x1 
������� ��	���
��� 	 ������� �� ������
� ���� ���������� ������	 �	���� ��	 x1 = 0 �
���!�� ���������
���"� ����� ������	�� ��"�� 	� 
	
��� ������ ����	 ��
���������!#
�� �
� �
���!�� ���������$ 	� ������� �������	� ����� ��	
�	�! x2�
	� ������� x3 	 �� ��� 	� ��
������� xn� %�
���!�� �������	���! ����&� '���

	
��� ���	��� �� ����� �� ��� 	���� ��	�
������� ��(��	�� )�	
��#
�� 
��
���� ����� ��! ������ 
��
������ ������� 
������
��� #
*	� �
�� 
��
������ ������	�� λ1� λ2� . . . � λn ���+�	������!��� ����	#
, ����-��
.
�	 ���+�	������!��� ����	,� �������� � �����!���� ��
���������!#

��
�	 ������������	� �����	� 	
+����� 
	�����	���� ����	,� ��� ���
�"� ��������
!� �
� 
��
������ ������	� ���+�	������!��� ����	, ��#
�� �
� ������������ 
��
������	 ������	��	 	
+����� ����	,� � 
��#

������ ������ ����
�	��� �
� �� /������� ������� %�	 '��� ��	
#
���! ���	������	� ����	, Pn−1,n� . . . � P24� P23 �� 
��
������ ������
���+�	������!��� ����	, ��,���
��������� ��
���!�� ��	 ����"��		
����	, Pij �� ������ x 	����� �
� ���!�� ��� ��� ���������$ xi 	 xj �
%�'���� � ����
��� '�	+ ��������� ����� ������	� pxi − qxj 	 qxi + pxj �
��� 
����*��� ��0�� ��	
���	� �� 
������	 
 ����"��	�� ����	#
, Pij �� ������ x�

�� ������	�
 ������� ������		�� �	���	��� 1�
�� � �����	��#

�	+ ��	
���	�+ ��� � ��"� �� �
� 
��
������ ������	�� � �	(!
�������� 	� �	+� 2 '�	+ 
�����+ ��,���
�������� ��(��! ����� ������#
�� 
��
�����+ ������	��
3�� ��(��	� ��������� 	
����� ���������� �������� 
�
���*��

� ���������		 ������ 	�	 ��
���!�	+ 
��
�����+ ������	� 	 
������#

��� *	+ 	� 
��
�����+ ��������� ����� 	
���!�� �
� 	����,	����
������ ����	�
� ����� 	����,	���� ���,�

� ������ 
+��	�
� � ����#
�� 
��
�������� ������	 	 
��
�������� �������� ��	��� 	
���!�����
�����	�� ����� ��
!�� '�����	���
%�
���	� 	����,	���� ���,�

� ��	����� ����� 	����,	� � ��(�#

�	 
	
��� �������	�

λx = Ax. ������

4��	/	,	���� ��

�������� ����� ����� ���
��� 	����,		 ���&-��



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

�����	
 ������ ��	�� ����
����	����� �	���� y�

y = Ax, ����

λx = y. �����

 !��� x(0) " ��#�����	 ���$��%	��	 ��$���	����� �	����� x� ���&
#	
 ��$���	���	 �	����� �� ��%��� ��	��'�� ���
�������� ��� #��

|x(k)| = 1 �k = 0, 1, . . . �� (�����)!	
 �������	��	 ���� ��� ��#���	&
��� y(1)�

y(1) = Ax(0).

*������	��	 ����� ������)!	
 ��� ��#���	��� �	����� ���$��%	&

��� λ(1)� ���
	��� !
��%	��	 �$	�+ #���	� ���	����� �������� �� x(0)�

λ(1)x(0) = y(1), λ(1)x(0) · x(0) = y(1) · x(0),

λ(1) =
y(1) · x(0)

x(0) · x(0)
= y(1) · x(0).

��	�� !#�	��� #�� �	���� x(0) ���
������� �� 	� x(0) · x(0) = 1� *�	�!,&
-		 ���$��%	��	 ��$���	����� �	����� x(1) 
�%�� ��#������� ���
��!�

�	���� y(1)�
.���#��	���� ��	��'������ ���'	�� )�������	��� � ���	

y(k+1) = Ax(k),

λ(k+1) = y(k+1) · x(k), ���/�

x(k+1) =
y(k+1)

|y(k+1)| , k = 0, 1, . . . ,

� ������%�	��� �� !�������	��� ���������+ )��#	��� λ � x�  �� 0��

�!%�� !#	���� #�� ���
	��� ����	��� )��	��	��� ��	��'��� ��	�!	�

����	���� $��)���� �	������ (signλ(k+1))x(k+1) � x(k)� � �	 x(k+1) � x(k)�
1�%�� ����)���� #�� ����	���	 � �	)!�����	 ��	��'������� ���'	�&

�� ���/� #���� λ ����	��� ���$�����
 �� 
��!�, ��$���	���
 )��#	��	

������ 
����'� A� � x " �����	����!,-�
 	
! ��$���	���
 �	�����
�
*������� �+���
���� 0���� ��	��'������� ���'	��� )������ �� !��#����
��$��� ��#������� ���$��%	���� 2��� ��#������ �	���� $��)�� � �����&
��
! ��$���	���
! �	����!� �� ��	��'�� �+������ $������
3�� �	�	��� ����	
� ����� 
�%�� ������)����� � ��!��	 ��	��'���&

��	 
	����� 4 #��������� 
	��� 5�,���� ��
� ��� � 6 7� ��	� �!#�!, �+�&

��
����� 	��� !��#�� ��$���� ��#�����	 ���$��%	��	 x(0)� 4 0��
 ��!#�	
$���	� �������#�� �	�������+ ��	��'���
4 �	������+ )���#�+ �!%�� ������ �	 ���$����		� � ���
	���		 ��


��!�, ��$���	���	 )��#	��	 
����'� A� 4 0��
 ��!#�	 
�%�� !
��%���
����	
! ����� �� �$����!, 
����'! A−1�

λA−1x = A−1Ax.



���������	 ���

�����	
 ��� ��� �	��� ����� �	������	 �	 λ � ������	
 ��� A−1A = E

�����	��

1
λ

x = A−1x. ������

 �����	���!��
 1/λ ����� ����������� "�	���� ���	���# �	���$
%�
 � "	�	�	 ������ �����	��� �� �	��� �	���	����	���# ���
 ��� "���!
����� �������!� �	����!&�� �� ������ ����������� "�	����� 1/λ
�	���%� A−1
 ��� ����� ���������� ��� �	����!&�� �� ������ λ� '	$
����� �	()�
 ��� ���%��� ����*� ��)�� ���! �����!"��	� �� �	+�)��$
�� �	����!&��� �� ������ ������������ "�	���� ���	���# �	���%��

���������	


� �������� 	��
��������� ������ �������������� ������� �����
� ����
������� �������� � ���
� ����������
� � ������
���� �� �������� ���
�����������

�� ���
���� ����	����� 
������ �������� ��������� � ��
��� 
������ �����
���� ��	����
 ���������� ������������ ����� 
�������

� ��������� 
����  �����! ������ �����"#�� �����
� �������� � ��	������
���" 10−4$

%& 1.17x1 + 0.53x2 − 0.84x3 = 1.15,

0.64x1 − 0.72x2 − 0.43x3 = 0.15,

0.32x1 + 0.43x2 − 0.93x3 = −0.48;

'& 1.20x1 − 0.20x2 + 0.30x3 = −0.60,

−0.20x1 + 1.60x2 − 0.10x3 = 0.30,

−0.30x1 + 0.10x2 − 1.50x3 = 0.40.

�� (�����
 ����
 ������� 
����
����� ������� �����
� ��������! ����
��"#��� ������" 
�����
  ����� �� ��������
 ��
��"����� ������� ��
���
���� ������� ���������� ��
���! ���
��� �����! � ���)� ��	��������
��������

�� �������� ��	����
 ���������� �'����� 
������ �� 
�����  �����$
�& ��������������� 	�����
 ��	����
�
 
�����  ����� *�
� ���� +�,&-
'& ��� �
�������� ����� ���.
��������� ������ 
���.��������� '���
���
�	� ���� �����	� ��	����
�! ��� ���'� ��� ����"����� �����������
�'��'��������� ����� ��� ������ ������

�� / ��
�#�" 
����� ���	���� ������ �����
� ��������

2x1 + 2x2 = 1,

−x1 + x2 − 0.5x3 = 0,

x2 − 3x3 − x4 = 2,

x3 + 2x4 = 2.



��� ��� �� ����	
� ���	��� �����	��

�� ������ ����	�� 
�������	���  ����������� 10−3 ����� ����������

�� 5.6x1 + 2.7x2 − 1.7x3 = 1.9,

3.4x1 − 3.6x2 − 6.7x3 = −2.4,

0.8x1 + 1.3x2 + 3.7x3 = 1.2;

�� 7.1x1 + 6.8x2 + 6.1x3 = 7.0,

5.0x1 + 4.8x2 + 5.3x3 = 6.1,

8.2x1 + 7.8x2 + 7.1x3 = 5.8.

�� ��������� ���� � 	�� ����	� 
�������	����
��  ���� ��������� !��"���� � ��������� ��#���� �����$

A =

(
3 −1
2 1

)
, B =

⎛
⎝ 1 −1 0
−1 2 2

0 2 3

⎞
⎠.

��� ������� �������� �����	���� �����$� "��������� ����	#� # ���%	����&
�������� ��	� � ������� ������ �������� ��������% !��"�����

��
∗
� '�#�!��� �����(	����) �����!�������� � �� * + ��
�� P−1

ij = P �ij ,
�� � ��!������� -������������ ���.���� �������"�#�� �����$� �������&
!���� � �������"�#��,
�� ������� -�������) ����"����� � ������ ����	� ���.����) �� �!�������
�� ����	��.�% ����% ����	��

��� ������� �������� ��"������ ����������� ���������� !��"����  ��&
��.�� �����$������� ����	��
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F (x) = 0 �����

���	��	��� � ���
���� �������� ������� 
���	�����
� ���	�� F (x) �
�	������ �	�	����� �����
��� �	�
�	���	 ����	�
�  ���� ��!
�	�
�� �� ��� ������ � ��"	��
�	��
	 
 �����	��	����	� ������
��	
���		 ����	�
� 
 ������#��� ����	�
�$ ���	��%
	 ������
��"	��
�	��
	 �����

 ��	��	$ ��
�������	$ 
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�������	�� &
��������
$  ��"���	� ����	��� �	��� ��"	��
�	���� �����
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�	�
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	 ��"
	 �����
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�	��
	$ ������!
�	����	$ ��"�
� 
�	��
	 
 ���$ ������#��� ��������������	�

���	
� ������ ���������� ��������� 
������ �� ������ � ��������
	���������� ���	
� �	��	���� �������� �	��� � ��
� ���	�	�	 	 �	��!�
�	 	 �		��	���� �"	������� #� �	���	 	 ����� �� �$�� !������� ���
������ ����� ���	
� 
�� ������ ��� 	�	�����!�����% �	 ���"��!�����%
�	�����������% � ���&� ��	������ �� �$���!����� ����������

'
���	 �����!��(���� �� �������� ��������� �� �
����� ����� ���
���� ��	����� ���	
���� )�� �� ������ ���	�������� 	�����	�����
���	
�% �� �� ���	
� �	���
	��������� ���$��&����� *�� � � �����	��
����	� �  �� + ���!�� ������ �������� ���������% �� 	���� ���	&
����
�	��� ��������	 	 ��������� � �	�	(�� �������	��	 	 ���	
� �	��	��
�� 
��� ,���	�- �� 	�������� ���$��&���	 	 ���!���� �	��� ���!����	 	
���$��&�����. $� ��	!����� ���$��&���	 	 ���!���� 
	 ���	�	�	� ��
���
�	� ������� �	!�	���� / ���	�	��� ���	
�� 	����������� �� ��!����	�
���$��&����% � ���	�	��� 	����	�% �	
��&�(�� �	�����

0�!����	� ���$��&���� �	&�� $��� ���
��	 �����!���� ��	�	$���-
�� "���!����� �		$��&����% �� ������ ����	 �!�	� ��
�!� ��� 
�� ��
���	
��� 
�����% � �	�	(��  ��"�!����� ���	
	�� 1��� ����� ����	��
��� 	����� ���	
�	 	 ���$��&���� ��	����� �� �
�����% �	 ���	
�� 
��
$����	 ����	�	&����� �	!�� a � b% � �	�	��� ����������� "������ F (x)
��������� ���!���� ������ ����	�% �� �� F (a)F (b) < 0� / ,�	� ���!��
��&
� �	!���� a � b ���� �	 ������� ���� 	
�� �	!��% � �	�	�	� F (x) = 0�
& ���	���	 ��������"� �
��
�	�
� x0  ���� �
���� �		�
�� ��	�!
�� [a, b]$ �� 	� x0 = (a+ b)/2�

(�%�� ��	 � 
�	��
�����  	����� ���� 
����	�� � ) * "�� +
�� � 
�� +�,�� ���� �
 $ ��� 
�	��
����� ���	�� �����
� � ����	��!
���	���� �����	�

 ��������"� �
��
�	�
� x0� *�&
�� ���	���� ���
�������� 	�����	��� / ���������� �������� ���	
���� �	���
	�������	���

�� ���� ���	
�� ��� ��������



��� ��� �� ������	�
� ��������

������	
��� ����
��� ����� x1� x2� . . . � xk� . . . ���� ��� ����
��� �
������ k ���
����� � ��������� ����
��� �����

lim
k→∞

xk = x,

�� �������� ��� ��
��������� ����
�� �������� 1) 
����������	��
��	�� ���	�����	����������	��������� 	����

����	�� ���
���� �� ����	 ��������
�	��� 	���� � ��� �������
�� ����� �������� ����� ���
���! �������	� ������ ��	����
����	 ������	��� 
 " #�

�� ����� ����	
� ������ ������� ������ �
����

�� !�� �"�� ��
�����
�#� �
��"�� ���	"
��� ����
� �
���
��� �����
��� $� ��%
����� � ��
"��&
� '�������� ��� ��� �"����( ����� ���
��� [a, b]� ��

������� �������	
�� ������
 ����
��
 ����� 2) x = c� � 
 c ∈ [a, b] )
���
���
 �����(���� ������	
��� ����� c0 �������
� �
�
"��� ����� ��%
�
���* c0 = (a + b)/2 '��

 ����
"�
� ����
��� +������ F (x) �� �����
���
���� [a, c0] � [c0, b]� � 
 � ����� a� c0� b ,�� �� ���
����� �� �����
�������� F (x) �������
� ����
��� ����� ������� ��"
�	�� ������� ��%
�
�(- ������� 
�� �������
� � ���
���
 ������ ���
��� [a1, b1] )�����
�������� ���
��� [a, b]� �� ������� ���� F (x) �
 �
��
���� ���������
� 
) ���
���
 �
����� ������	
��� ����� �������
� �
�
"��� ������ ���
�%
�� c1 = (a1 +b1)/2 � � " ,���� �������� k%
 ������	
��
 �������
��� ���

ck =
ak + bk

2
; ./ 01

����
 ��	"�� ��
����� ���
���� �� ������� �������	
� ���
�(� ��
�(#�%

��� �"��
� � ����
 k ��
����� �� �����&�
��� � 2k ���*

bk − ak =
b− a

2k
. ./ 21

3���( ������	
���
 �
#
��
 x∗ ��
��
��� ����� � �������(� "� �
��%
������ ��"������ ������ ����� ε > 0*

|x− x∗| < ε. ./ �1

)��� � ���
���
 ������	
����� �
#
��� k%
 ������	
��
 �����* x∗ = ck�
����#
� ./ �1 � ��
��� �������
��� x = c � ��"


|c− ck| < ε. ./ /1

1) � ������� �� ��	 
 � �	�� x �������� ��������� � �� ��������	 ������� �����
�������� ����� ��� �������� ��� �����! ��"��� ��������	

2) #���� �� ������������� ��� x = c $ ����������
	 �����! �� ���� �� [a, b]	
%��� �����& �� [a, b] ������!��� �� � �� ��!���� ���������� ������ ������� ���� ��
������� � ������ '��� ���	 �	 (� ����� ��&���� ������"�����  ������� ������ � 
�����&	
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��� ��	�
 ������ �� ����� ������� ��
 ����� ���
����
� ����

bk − ak < 2ε. �����

����� 
 !��
�� ���!�"�
���# �!
"��� ��$�
 �!

�$��� 
 ��% �
!� �
��
��  ��� ���
����
 ���
��� ������

&��
 �����' 
�!���� �
�
��� �!
���(��!�!
��� �� !��� ���� )����
�' 
�!������
��� F (a) < 0� F (b) > 0� * �������� �������
	
 �!� ��$�+

y

x
0

a

F(b)

F(a)

ñ ñ1

ñ0 ñ2

b

y = F (x)

���� ���� ��	
� ������ 
	����� �
�
�
���

��' �
!�' �!���� c0 = (a + b)/2�
)
��
���� � !������!�����
� ������
F (c0) < 0� �
 c ∈ [c0, b]� � !������!�+
���� �
���
 
�!��
� [c0, b]� �� �� a1 = c0�
b1 = b� ,���(-�� �!� ��$����. c1 =
= (c0 + b)/2� )!� /�
� 
�!��
� [c1, b]

� !�������� �
��
���� F (c1) > 0 �
F (b) > 0� ����� 
 !��
�� c ∈ [c0, c1]�
a2 = c0� b2 = c1� 0���
	���
 ��%
��
!�	�� �!� ��$���'. c2 = (c0 + c1)/2
� �� � 
 ���
�����' ���
��' ������

* 
������ 
�  
��1������ !�	�%
���!�"�
���% ���

� ���
 �����'

�!���� �
�
��� ���	� �%
���'� �!�+
��� �
$�
 	�!����!
����� ��
 �
������
� !�1����  ��� ����� �( �( ��+
��!� ������( �
��
��� �!��������'� � !����% !��!'�
��� �
���(��!���
)!� �!�������� /�
	
 ���
� ��� ��
 %
��
��� �!� ��$���
 
�!���'��
�
���� 
���$���' �!� ���
# �
��
���� �
����'��� ���!���!� ���
��'��
 ���
��� ��% �
���
��������% �!� ��$���# ������ ��� ����2� ��������+
���� �' ����'!�
	
 �����'�� *����
 ��% �!����'���' �

��
1���� ������
	�!����!�(-�� ���
������ ������

3���
 ���
 �����' 
�!���� �
�
��� 
�
���
 �������#� *����+
��� ����
 ���!�"�# N � �!� ���
� �' 
���$���' �
��
��� ε� 4�' /�
	

��'����� �
����'�� ���2�� �' ����% k ���
����
 ���
��� ������ � �
�����
� ��������N �������1�� �� ����% k� 3�
��������
 �
�����

k > log2

b− a

2ε
, N = E

(
log2

b− a

2ε

)
+ 1, �����

	� E(x) 5 "���' ����� ����� x� 3 ���
 �' ���
� �����' 
�!���� �
+
�
��� N  
��1�� ��� �' ���
�
!�% !�	�% ���

�� ��
 �� '��'���' �!�+
�'������� � �!�������( /�
	
 ���
�� ���� ��$
� ���������� �������'
6���"�� F (x) ����
$�
�

7��!�"�
���# �!
"��� �
$�
 ����!1��� � �
	�� �
	� �������� 6���+
"�� F (x) �
��� k+# ���!�"�� ������ ����1�� �
 �
��( ε� �� ��

|F (ck)| < ε. ���8�

���
� ���
��� 
�
�����' ���!�"�# ����
	���
 ���
��( ������� 4�#����+
�����
� �' �!������' ����� �������� F (ck) ���� �������� �
�������' ��
k+# ���!�"���

���
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�� ���	 
	� ��������� �������� ������������ ������� ���������
����� �������� �
	�� ������ ����� ������ �������	 ��� �����
������ ������������ ���� ����! ������ a ��� b �� ���" ���#��
����� c	 $�� %��� ���#�� F (a) �!#������� ��& ���� ���' ������ ��
��� ���� ��� �� ���� (������ F (x) �� ���) ������' � �� � ������
������) � ������	

�� ����� ��	�� $��� �! ��&�� ������ [a, b]' �� ������� (���*
��� F (x) ���� ����	 +�� ������*

���� a� b� ε

����	
���� F (a)

��� b − a � 2ε

c = (a + b)/2

����	
���� F (c)

��

F (a)F (c) > 0

���

a = c b = c

c = (a + b)/2

����� c

��	� ���� �
������ ������ ��
����
������� ��
��

����� ����� F (a) > 0' F (b) < 0
����	 
	,�	 - ������ ���� ������
������) ������� � ���' #�� � ��#���
���.�����) ����/ �������� �
	��
�������/��� ���#��� c0' c1' . . . ��#�
���#��� ����! � �� / �.�����	

0��#��� ������� ������� ���*
�! AB1

y − F (a)
F (b) − F (a)

=
x− a

b− a
.

+�� ��#�� ���#���  � �� /
�.����� �x=c0' y=0� ����#�� ����*
���

c0 = a− b− a

F (b) − F (a)
F (a). �
	2�

+��' ��������� ����� ���#�� F (a)
� F (c0) ��� ��������������� ���#��'

�������� � �!����' #�� ���� ��������� � ������� (a, c0)' ��� ���
F (a)F (c0) < 0	 3����� [c0, b] ��.���!���	 0���/"�� ������� �������
� �������� ������ ���.������ c1 ��� ��#�� ���#��� ����! AB1

� �� / �.����� � �	 �	
y A

a
0

ñ

ñ1 ñ0 b

x

B

B1

y=F(x)

��	� ���� ����� ����

� ������� �� ����	
 	������ ��
����
 �����
� � ����	� ���	 ����
��� �����
��� ����
��� ���
 �
	4�
������������ �
�� �
 ���� ��� ��	
��� ��� 	���
 ������
 [a, ck] �����	

�� ��
��� ������ 	��� �����
�
 [a, c]� ������ �
	4� ��!�� ������
���
�� ������� "������� 	��� �����
	��
����� � ���"��!����

|ck − ck−1| < ε �
	�5�

��� ������� ������� ������ �
	��	
6��� ����� ������ ������� � ���� ���� �� �� ������' � #���*

�����' ��������) ������� ������ (������ �� ������ ������	 $�� %���
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� �	
��	����� ���

������ 	
 �	� � ��� ������� ���� ����� ������� ����	����� 	�����	���
���� ��������� ����� ���� ��� ������������� ������ �� ������� 
���	
������	������� 	�!�����		 � !��"�		 F (x)� #���	��� �� �������� 
����� !��"�	 ���� �	!!�����	������ #������������ F (x) ������	����
����� ��	�����	 $�	� �������� %���� ���&��� ������ ��'��	 ���	����
��� �������	� 	�����
��� ������	������� 	�!�����	� � !��"�		F (x) 
���&�� ����� �������� �	!!�����	�������	 !��"�		� ��" ��
������ ��	
������ �������� ����� ������� ����	������ �� � �� &� ���� ��	���	�
�� �� ����� �
"��� "����� !��"�	� 	 	� ����	����� �� ������ ������	���
����� (�	����� ��"��� ������ ���&	� ����� #�������

�� ����� �	
���� ����� �������	����� )�� ���	�	� �� ��������

y

0
ñ ñ

ñ ñ

M

M

M0

ñ0 x

y=F(x)

�

�

�

�

�

���� ���� ��	
� ��	������

*��� ������ �����	� � ��� ���
�� k+� 	�����		 ������ �����
������	�� "��������� " "�	�
��� y = F (x) ��	 x = ck−1

	 	*��� ���"� ���������	 "��
��������� � ���� ����	��� (�	
$��� �� ��
������� 
�������
����
�" [a, b] �����&�*	� "��
���� �������	 ,-��. � ������
����� �	'� ����	 ��"������ ���
������� ��	��	&��	� "��� x =
= c0 ,�	�� -��.�

/������	� "���������� ����
�������� " "�	��� y = F (x) � ���"� M0 � "����	�����	 c0 	 F (c0) 
	���� �	�

y − F (c0) = F ′(c0)(x− c0).
0����� ������ ������*�� ��	��	&��	� "��� c1 "�" ����	��� ���"	 �����
�����	 "���������� � ���� x ,y = 0.1

c1 = c0 − F (c0)/F ′(c0).

2�����	��� ����� ���� ������� 	 ������*	� ��	��	&��	 "�" ���"	
���������	 � ���� ����	�� "���������� ����������� � ���"�� M1 M2

	 �� �� 3������ �� k��� ��	��	&��	 	���� �	�

ck = ck−1 − F (ck−1)/F ′(ck−1), k = 1, 2, . . . ,-���.

(�	 $��� �������	�� ����� F ′(ck−1) �� �������� ����� 4� �"�����	
	�����	������ �������� ����� ���� 	�����
����� �����	 ,-��5. 	�	 ,-�6.�

�� ,-���. �������	 
�� � ����� ������� ����� ��
������� � ���
���� ������ �������	 
�� � ������������ ���� ������	 ���������
��������� ������� ��
���� �� ������ !������F (x)	 �� � �� ���������
���" #���� �������� ���������� ����� ��
������� ����	 
�� � ���$��
������"

0������	�� �� ��"������ �������� ��
����� �� ����	������ ���
���� #������ 	 ��� 	�����
����	��� 7���� ����� ������*� ��������
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� ��������

� � � � � � 	
 ����� x = c � ��	
�� �	��
��� ��
�� �� 
� F (c) = 0
� F ′(c) �= 0 � F ′′(x) �
�	
	���� ����� ���
���
� ��	
������� D ��	�
�� c �c ∈ D� ����� ��� 
��� ��������
 �	�����
��
 c0 �	�����
���
���� ��	
������� �� ��� �
���� �� ���� ����
����
������� !���
�
��� {ck} �"������ � c �	� k → ∞� �	� ���� ��� ���	
#����� ��	��
εk = c− ck ��

� �
��� ������#
��


lim
k→∞

∣∣∣∣ εk

ε2k−1

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣ F ′′(c)
2F ′(c)

∣∣∣∣ .
�	�������� ��� ���	�	�� ��� �	 �	���� ����	��� ����������� ����� 

����! � ��	��	� �
 �
 ���"� ����#$ ��	��� ����! %��	��	���!
 &�"�∣∣∣∣ F ′′(c)
2F ′(c)

∣∣∣∣ ∼ 1,

�� ����� ����	��
� ��� �� |ε0| � 0.5 ���������� ������� ����������
��� ��������� �������
�� ��	������ ���������� �� �����������
� ������� �������
�� ����������
��� ���������
 ����������� ����
��� �  ��� ������ ��������� ������ 2−64� ��� ������� ���
��� ���
��������
��� ���������
 ��������� �� ����������� � ������� ����
����
�� ����� 2−53 !��� ��� "� # $%� &������� ��� ��� ��������� ����

����� ���������� � ������ ������� ���	�� ������� ����'������
 '�
�������� ��
'� '���� 50 ��������

( � � � � �
 )"! �""*���	��� �	�������� %�	������ x2 − 0.25 = 0 �
�	���� ������� +�*���	 ���� �� ��� ������ �	������ x = c = 0.5
 )"!
�	����� %�	�����! F ′′(c)/2F ′(c) = 1
 ,#-���� c0 = 1 ����	 ε0 = −0.5

(�����! �#���"���! � ������� ��������* ��"%��� �"��%*.�� ��	����!
������������/

ε1 = −1.25 · 10−1, ε3 = −1.52 · 10−4, ε5 = −5.55 · 10−16,

ε2 = −1.25 · 10−2, ε4 = −2.32 · 10−8, ε6 = 0.

�	��� �-�	��� ���"� ����� ����	��� ����������� � �	��	$ 	��0������
� ������� ��������* �����"	


��%������ � ���������� �����	 +�*���	 ������� � �#-��� �	�	"� 
���� ���-"�����! ������� ��"��� �	$������! � ����������� D
 (�� �� 
%�	���� �#-��� �	�	"����� ���-"�����! ����	��� ���%� �	�$������!


( � � � � �
 )"! %�	�����! arctg x = 0 ������� x = c = 0� ��� �	�	"� 
��� ���-"������ c0 = 1.5 ����#� ����� ����	��� ������!� � ������ 
����!�

ε1 = 1.69, ε3 = 5.11, ε5 = 1.58 · 103,

ε2 = −2.32, ε4 = −32.3, ε6 = −3.89 · 106.

1������� ��� ����	��� ����� �	�$��!��!

)"! ��������	.���! �	�$�������� �����	 ��"����-�	��� ����"��� 

�	�� ����	��#� 	"������
 1� ������� � ��� ��� ��	�	"	 ������!���!
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x = f(x). ��"�'�

(&�� ������
 ����� �
� ����)��� �
��� x = c0" (
�������� $�
 ���%
���� � ����&! ���� &������� ��"�'�� �
�&���� �
�
� ����)���

c1 = f(c0).

(
�������� ��)��� ��� �
�
� ������� �
��� � ��"�'�� �
�&���� �
����
%
����� �
�� �������

ck = f(ck−1), k = 1, 2, . . .

*�����
���� ��
���� ������������� ��� ���&� ���� ��&	 �
����
��%
��� ��	 ������ ����� �" �" ��� ���
����
 ����������
 ��"�+�" ,������
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 � ���
�� ��
��
� ����� ��� ������� �
�&����
� �� k%� ������
���
����
 �

��
-���

rk = ck − f(ck) = ck − ck+1.

.��� 
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�� &��
�� ���
�� ������ �� k%� ����� 
���������� $�%
���������� &��
�! ���
�� k%�
  k + 1%�
 ����)���"

#
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� &��
�� �	
��
�� ���
�� ��
��
� ����� ������ ���%
�&!��� ��
���
�"

. � 
 � � � �" ����� x = c � ��	
�� �	��
��� ��"�'�� �� 
� c = f(c)�
� |f ′(c)| < 1 � f ′(x) �
�	
	���� ����� ���
���
� ��	
������� D
��	�� c �c ∈ D� ������ ��� 
��� ��������
 �	�����
��
 c0 �	�����
�
������� ��	
��������������
���� �	����� ��
	���� ����
����
���
�����  ���
��� {ck} �!������ � c �	� k → ∞�

/��
� ��
��
� ����� �����
���� ��� ��� &������� ��"�'�" 0 ���
%
�& ��& �
)�
 ������  �
��� 
���� &������� ��"��� ����
���
 �
�&�
��� $�
 �����
� �� ��-�� ����� ������	 &�������1

F (x) = 0, τF (x) = 0,
x = x− τF (x). ��"�2�

,��� τ �= 0 � ���
�
�
� ���
" 3������� ��"�2� $���������
 ��"�'�
� 4&����� f(x) = x − τF (x)" ,� ���� ���
�� ������� ��������� τ �
)%
�
 �
���� �� �	
��
�� ���
�� ��
��
� �����  �
��-��� ��
�
%
�� �	
��
��" �������� ��� �� ���
�
�
� 
������� �
���)����
�
��� &�������� ��
��
���� F ′(x) 
�������� �
�������� m  M 1

0 < m < F ′(x) < M,

�
 ��� ��
��
��
� f ′(x) �&��� ���������
 ����������


1 − τM < f ′(x) < 1 − τm.



��� ��� �� ������	�
� ��������

�����	
 τ = 2/(M +m)� ����	��

−M −m

M +m
< f ′(x) <

M −m

M +m
,

�� �� |f ′(x)| < 1� �� ��������	�� �������� ����	 ����� ����	����
�	�	���� τ � ������ � ! �����	�� � ������!!��� "	���
#�� �

!���	 ����	���� $	%� ���� �� ��� τk = 1/F ′(ck−1)� � ���� �����
����	��� ��
 ��	�!�!�
 ������ ������

���� x� ε

c = x

x = f(c)

�� |x − c| < ε

����� x

��	
 �
�
 ������� ������ ���	���
��������

���

ck = ck−1 − F (ck−1)/F ′(ck−1).

��� ����������� ��	
����� � ���
����� ������ ������� ������� ����
��	�������� ����� ������� �����
������	��� ��� ������� ������ ���
���� 
������ �������� � 
�������
��� τ �
&	 ���� ��� ������	���! 	�'(

���� ������� ��������� � ���	���
��� ������ ����� ����� ����	����

)����x*!	�	��!� ������ �!�� %�!
� 	 � �	��!��+��*"!	��!�� %�!

���� %	 �� ����	���� c*��"����	� �������#�� ����	���� � �	!!� 	�(
'����� ������	'	���� �� ����	��!!�� ������ ������
� ,��� �	%�
�����!!��� !��� � !������ '�	!����� ���� ����	��� � ������ ��

!�� ������% ���� ���� -�.��

� �� � �����		 
����
	����	� ��
����	�

�� ������	��
��� ����	� /	������!!�� ��+� ����� ��+�!�

!���!��!�� ��	�!�!�� ���'�!� %	% ��
 ��	!���!��!�!��� �	% � ��
 	�(
'���	����%�� ��	�!�!��� ������ � ��� ��� !	� ��!�� %�!�� �!'���(
!� ��������
 ��	�%��	���
 � !�%����� ���!!��
��� � �	��!����
��� �	������!�� ��!��� �����������!' ������	 �'�� �� 0 �� ���(
�	�	�� �����������!��� % �'��+!��
� "!	��!�� %�!�� �!'���!	�
1 ���'� ���!�� � ��	�!�!�2 � ��	!���!��!�!��� 3�!%��
�� �!(
'���!� ���2� � ������#����� �� "	�	!�� �"����! ���� �� %�!���
&	��!�� !�%���� �"����!�� �" %���	 	�'���� ������	 	�'���	�(

���%�� ��	�!�!�� � �����������!��� %433����!�	�� ���	

anx
n + an−1x

n−1 + . . .+ a1x+ a0 = 0. ����-�

�� 5�	�!�!�� �����!� n ����� ���' n %�!�� � ����� %�	�!���� �����
%���� �'�� ���� %	% �����������!��� �	% � %����%�!���
�� 6����%�!�� %�!� ��	"�2� %����%�!7 ���
 �!!�� �	��� �� ��

%	 ��� %�!2 x = c+ id ����������� %��!� x = c− id�
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���� � ���� ��� ��
�� ���������� ���� �! ��� �����
x=c ������ ��������� ����� ��	�����" �� x− c� ����	�� � � ������� ��
n − 1� #������ ��� ����� 
��
�� ����� ������" � �����
��� ��
���"��
���� ����"��� �� �����
�" � 	������� ����� � ����� ����� �����
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� �����������$ �� �����
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������ ���������� ������ ("$���� � ������$ ��������� �������
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 *������% ������ �����+����&% ���+�

 ��� ����������
����� ������%�� � ��������� ������ ����� ���

xk = xk−1 − F (xk−1)
F ′(xk−1)

,

F (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n, F ′(x) = a1 + 2a2x+ . . .+ nanx

n−1.

,�� �&��
����� 	������% ��� ������� F (x) � F ′(x) � ����� x = xk−1
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�� / �� �� ��� #�� �� 
��$����� � ��	��"���� ��
���1
�� � ������� ��������
� 	������� �� � ������ �����&% �������
� ���	�
	������ � �����"�� � ���������� x0�

2������� ��� ��� ����"����� �� �����
��% ����� 3������ �������"
���"��� �� �����$ ����� ��� ������ � 
��	� ������" �� �	 ����������
������� � � � ���"��% 
������� #�4����� �
�� ��
��
����� ��*����+��
� ��������� �����%� � ����
��� �����"�&� ���������% �������$� ��
1
�� 0� ±1 � �� ��

�� ������	
��� 	���� #�� �
���"	������ ����"$���� �����
� ��	1
�����
�" ������" 
 �������
�&�� ��
����5 ��4���� �	������&% �����
("$���� ����� &�" �
���"	���� �
 ��������&� ��6������ � ��� ��1
�������� �������
�&� �����% ��� �������� #�� 4���� �
�� � ����
���
�����"�� � ���������� x0 �	��" �������
��� ��
��� �� ��
����$6��
���������� � ���������"��� 	������� ����� �� �� ���	��"
� �������
1
�&��� (��� ��

������ ��� �% ������ � ��&
����$ �������
�&� �����%�

7������
�&� ����� ������� 
��������&�� � ��� �� �
��$����� ����1
��� ��������� ����"����
� �� ���� ��
���"�� ��� �����
� 
��	� �� ����1
����&% ��������� �� ��

F (x) = (x2 + px+ q)(bnxn−2 + . . .+ b2) + b1x+ b0. ������

8���%�&% �
����� b1x+ b0 ����� ���$� �
�� p� q �&����$�
� 
 ����6"$
��%����&� �����%9

p = −2c, q = c2 + d2, x = c± id.

#���
�������� ������ ����� &�" ����� �
���"	����� ��� �������1
��� p� q� � 	������ � ��� ����������� �����%� :�� ���+����� ����� � �
1
���� ������ ����� ;��" 4�� � ������ 
�
���� � 
����$6��� #�������1
���� ��� ��4**�+����& b0� b1 ����& ���$� <� ��� 
�������� ��4**�+����&



��� ��� �� ������	�
� ��������

��� ���	
���� �����	�� x �	������	
 F (x) � ��
��	��� ������ � �������
���	� �������� ���� ������	�� ���
��� bn = an = 1�

bn−1 = an−1 − p,

bn−2 = an−2 − pbn−1 − q,

. . . . . . . . . . . .

b2 = a2 − pb3 − qb4;

������

p = (a1 − qb3)/b2, q = a0/b2. ���� �

� ����������	 ���� � 
���	� ����������� b2 � b3� ������ 	
�	���	
�����	�� p � q� �����
�������� ����
 �������	 p � q� �� ���������
��� ������ �� �� !������
������� ����� b3 � b2� "������ ���������
��	 ���� � !������
�	�� ��#�� ������� �
�� ���������� ���
�����
������������ p � q$

p = f1(p, q),
q = f2(p, q).

!
�
� ������
 � ������ "�	
 ��#
���� ������� ������$ ����
%�� ���� �� &
' (�) *
�
+��� 	
�
��	� ���,����	�� ��� p� q ������ ������*�+��� ���
������	�� ��-..�%��	��� bn−1� bn−2� . . . � b2� *
��� �* ��
�	�	�$ ���� �
����	�+��� *	
��	�� p� q� /���
%��		$ ���%��� ������	�� -��� ����0
��	 �������
���� �� ��� ���� ���
 �� �*��	�	�� � ���� ��������
����0
	� ����
%��� 	� ��
	�� �
����

1����� �
�������
	�	 �
��� �����$ ������ ��	��
		$ 	
 �����	��
��
��
���	��� �	������� x2 + px + q� 2 ����� ���	��
� 3	 ������*���
����� 4�+��	
 ��� ��#�	�� ������ ���� ��
�	�	�$ ���� �� ( ' (��

� �� �����	
 ��������

�� ������	 
��	����� 5 ��� � �
���
����
���� ������ ��	�$	�
��
�	�	�$� 6	���� ��
��������� *
�
�� �������� � ��#�	�+ 	�	����
������� 
�������

7���� ��� ������	�� 	��*����	� x1� x2� . . . � xn ���,����� ��#���
������� n 	���	�$	� ��
�	�	�$

F1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
F2(x1, x2, . . . , xn) = 0,
. . . . . . . . . . .

Fn(x1, x2, . . . , xn) = 0.

����8�

5 ������	�$ .���� -�� ������� ���	� *
���
�� �
�

F(x) = 0,

���

F = {F1, F2, . . . , Fn}, x = {x1, x2, . . . , xn}.
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(�� �	�	��� 
�
�	� �	���	��� �����	�� ������ �
����%�'�
� ��	�
��)�����	 �	����� #�"	 ����� ��

����	�� �	&�����	 �% ���* �	���
���
�� ��	��)��$ �	��� +	�	�� � �	��� #�'�����

�� ����� �	�
��� ���	��� � ����� �������� ,�
�	�� �����	�
�� ���� ! ��	�
����� � ���	

x1 = f1(x1, x2, . . . , xn),
x2 = f2(x1, x2, . . . , xn),
. . . . . . . . . . .

xn = fn(x1, x2, . . . , xn).

����-!

(�� �	�	��� .�� 
�
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$ ���������� 
����	�
���'�	�� �	���� ��� ������ �����	���� +���
�	��� �	�%�	
���� �� k� ��	��)�� ����� ���	�� 
 �
����%�����	� ��

%���	�� �� ��	�����	 ��	��)�� x
(k−1)
1 $ x

(k−1)
2 $ . . . $ x

(k−1)
n &�&

x
(k)
i = fi

(
x

(k−1)
1 , x

(k−1)
2 , . . . , x

(k−1)
n

)
, i = 1, 2, . . . , n. ���/0!
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�
�	� ���	��� �����	�� �
�� ��� 3$ 4 5!�

+���	��	 x
(k)
i �������
� �% i��� �����	��� 
�
�	�� ����-! 
 �
����%������

	� �"	 ����
�	���� �� �	&��	 ��	��)�� %���	�� �	�%�	
����� 6�&��
����%��$ %���	��� �	�%�	
���� �� k� ��	��)�� ����� ��������
� �	 

������' ���/0!$ � 
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x
(k)
i = fi

(
x

(k)
1 , . . . , x

(k)
i−1, x

(k−1)
i , . . . , x

(k−1)
n

)
, i = 1, 2, . . . , n.
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��� 
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��'$ �	� �	��� ���
�� ��	��)�� � �	��� +	�	��� � 
����	 �����
�� �����	��� F (x) = 0 �������� �	���� #�'���� ��� �	�&� �����	�
���	� %���
� �����	��� &�
��	���� & &���� y = F (x)� 8� 
��� ���
����"�	��� ������ ������"	��� ;��&)�� F (x) %��	����
� ���	��
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�
)��� ��	#�	�
���
 "���
�	� �
	"�
���( �	�
�� $���*%� �����
��

��
 �� ��
���� 
� 	
���		� ����� ����
��
��� x
(k−1)
1 � x

(k−1)
2 � . . .

. . . � x
(k−1)
n � +����� ����	 � ��(���
�		 ��	�� 
�	� $��������% � �	�

"���
�	�� Δx1� Δx2� . . . � Δxn� #��,����� ������ ��
��! 

 ��	#�	�
�
�	
 � �
-
�	! �	�
�� $���*% "��	-
�� � �	�


x
(k)
1 = x

(k−1)
1 + Δx1,

x
(k)
2 = x

(k−1)
2 + Δx2, $��.�%

x(k)
n = x(k−1)

n + Δxn.

)���
�
� ��"���
�	
 �
��( ���
� �����
�	� $���*% � ��
�� $/% � ���
�
������ �,���	�	����� �	-� �	�
����	 ��
���	 ����	
���� ��	�� 
�
�	�'

F1

(
x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
≈ F1 +

∂F1

∂x1
Δx1 + . . . +

∂F1

∂xn
Δxn,

F2

(
x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
≈ F2 +

∂F2

∂x1
Δx1 + . . . +

∂F2

∂xn
Δxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

Fn

(
x

(k)
1 , x

(k)
2 , . . . , x

(k)
n

)
≈ Fn +

∂Fn

∂x1
Δx1 + . . . +

∂Fn

∂xn
Δxn.

$��..%

0 �����( ����( �	( �����-
�	� "���
�	� F1� F2� . . . � Fn 	 	( ���	"�

�����( ���	���!�� � ���
 x(k−1) =
(
x

(k−1)
1 , x

(k−1)
2 , . . . , x

(k−1)
n

)
�

)�������� � ����
��		 � $���*% �
��
 ���	 $��..% ������ �#���
 ���� � ����� ��	�����
� ���! 	 �����
 ���	� � 
� ����
� ����
 ��	�
#�	�
�	
 	" �����	� ���
���� ���! ��"���
�	� �����	� Fi� )����	�
��
��! �! �	�
�� �	�
���( ��,
#��	�
��	( �����
�	� ����	
����
��	�� 
�	�'

∂F1

∂x1
Δx1 +

∂F1

∂x2
Δx2 + . . . +

∂F1

∂xn
Δxn = −F1,

∂F2

∂x1
Δx1 +

∂F2

∂x2
Δx2 + . . . +

∂F2

∂xn
Δxn = −F2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

∂Fn

∂x1
Δx1 +

∂Fn

∂x2
Δx2 + . . . +

∂Fn

∂xn
Δxn = −Fn.

$��./%



� �� �����	
 �������� ���

������	
��	�� 
���� ������ ��	���� �������

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

∂F1

∂x1

∂F1

∂x2
. . .

∂F1

∂xn

∂F2

∂x1

∂F2

∂x2
. . .

∂F2

∂xn
. . . . . . . . . . . . .
∂Fn

∂x1

∂Fn

∂x2
. . .

∂Fn

∂xn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

�	� ���������
� ��
��������� �����
� 
���� ������ �� ��	���
��� ��	
!��� �� ��	� �� "����#

���� x� y� ε� M

l = 0� k = 1

a = x� b = y

A = F1/J � B = F2/J

x = a − A
∂F2

∂y
+ B

∂F1

∂y

y = b + A
∂F2

∂x
− B

∂F1

∂x

��

�
|x−a | < ε
|y− b | < ε

	
�

l = 1
��

k = M
	
�

l = 2 k = k + 1

�� l �= 0

��
l = 1

	
�

����� x� y ����� x� y�
��
�����
����������

���� ���� �
��� 	������ ��� ����
��
���� �����
���


����$

�
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� ����&��' 
����$
����#

���$� �����
� 
���� ������(
�
# ����)� ������� * +���� �(
��
� � ������	��

 ��
�����
#
Δx1' Δx2' . . . 'Δxn " &��!��
��
��
&�����, �� "����# 
����$


��������� �����
� 
��(
�� ������� -!�� ���"������� ��

����	���

 ������ 
& �	��
#

�.���� / �.���� 
	
 �.��.�1)� *���
(
���' �	��
� �.����' "������  �!�(
��� ������ ������ " �
��
max

1�i�n
|Δxi| < ε� 0 ������ * +��(

�� ��"�� ����� ���!��# ����� ��(
!�	 ���� ��
�	
���
� �	� ���(
��!��
� ,�����# ,��
���
�
-,��
��� �,�������  ���	
(
!��
�� !
	� �������
# 
�����

0 "�!���� ��
���� �����(
�
� 
��	 &����
� ������ * +(
���� �	� �����
� 
���� ���,
�������
#

F1(x, y) = 0,

F2(x, y) = 0.
����.�

1�� ��
�	
������ &��!��
�
��
&�����, ����� a' b� 1�����	��
�' !�� �"��
�� 
���� ����.�

1) �  ��� ������� �
��!"� �#�
�
��
��� "�" r(k) = F(x(k))�



��� ��� �� ������	�
� ��������

��� x = a� y = b �	
��� �	 �
�� 	� ��

J =

∣∣∣∣∣∣∣∣
∂F1

∂x

∂F1

∂y
∂F2

∂x

∂F2

∂y

∣∣∣∣∣∣∣∣ �= 0.

����� �
������� ����
����� ������	�� ���� ������	� � ����

x = a− 1
J

(
F1

∂F2

∂y
− F2

∂F1

∂y

)
,

y = b+
1
J

(
F1

∂F2

∂x
− F2

∂F1

∂x

)
.

 �
����� �	����� � ������ ���	��� �����
��	�� ��� x = a� y = b�
!
����	� ��	��� "��	�� �
� ��#��� ���	��� ���� ������$ ����%

���� � ���� ��&�  '����	�� ������� ���� �����	�� ���
��� ���%
�
����� ������	�� x� y� �����#��	� ε � �����	���� ���
� �	���%
(�$ M �  ��
���$ '��	��'(��� ����������$ ����
��� '��	����
�����#��� �	���(�$� ����
����	�� 
������'�� �����(�� )�*� ���������
� ��������� ���'�� ���������������� +��	��' ���
� �	���(�$ ����%
����� 	�' ��� '�' � � �
����	�� � ���� ,�&� -�
� �	���(�� ��$��	��� 	�
������	�� ������ x� y. � ���	���� �
���� / 	�'���� ������ x� y �
���	��	�	������ ���������

���������	


� ������� �����	
 ������ ������� ����	 � ������������ 10−3 ���
 �� ��	�
����� �������	��
�� 2ex = 5x� �� x2 cos 2x = −1�

�� ���	���� �����	�� �����	
 �������	
 ������� �����
�  ���	 � ������������ 10−3 ������� ���� ���
 �� ��	� ����� �������	��

�� 2x − lg x − 7 = 0� �� ctg x − 0.1 = 0�
�� ���	���� �����	�� �����	
 �������	
 �������  �������
�� !�������
 �����  ������" ����	 � ������������ 10−3 ���
 �� ��	� �����

�������	��
�� tg (0.55x + 0.1) = x2� �� x3 − 0.2x2 + 0.5x + 1.5 = 0�

�� #����	�� $	��� 	����%	�" �������	��� ��
 ����	&��	
 �������� ��$����	" �
������� �����	
 ������ �������" ���� 	  ������ �� ��	���� �����	
 ������
	� �������	�" ��	�������� � ���� '" '" '�

�∗� (������	��" ��	 �	� ��$������ ��	��	&��	
� �����  ������ ����� ���)
�	���
 ��
 �������	
 arctg x = 0�
*  � � � � 	 �� +��	������	������ ���,	$��	 ������	����� 	����%	� � ��	)
���� 	� - ." �� /� +���$	�����
 � ���%���� ��������	
 ����&���	
 ������)
�	� ���	�� $	������ ���	� 	� ������������� ��������

�� # ����0�� ������ ������� 	����%		 ����	 � ������������ 10−3 ���
 ��
��	� ����� �������	��
�� 5x − 8 ln x = 8� �� x2 = sin x� ��∗ xe2x − 2 = 0�



���������	 ���

�� ���������	 
����� ��
������ �������
����� ������� 20 ��� ��������
�
� ����� �������	 ������ 0.75 
���3�

��� ����� �������� ��������� �
�������
� 
� � � ������� 2CO + O2 �
� 2CO2� ������� ������������ �������� (p/k2 − 1)x3 + 3x − 2 = 0� 
��
p ! �������� k ! �������� ���������� �����	 p = 1� k = 1.648�

��� "������	 ��
�����# ������ ������# ������� ������� ������� ��������
� ������� "�������

��� ��������	 
��� ������� �������� � 
��� �����	� ����� � �������
������ 10−3 ���	 �� ��� ������� �����
 ����������

�$ x = y + sinxy,

y = x + cos (x + y);

�$ x − arctg x − 0.2y sin y + 1 = 0,

y − arctg y − 0.3x cos x − 1 = 0.
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�
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������� ������� ���
���� �����
���! ������	#�� �����	 ���
����� ��� ����� �������� ����� �� �����
� ������
� ���	�����
�����	�����! � � $����������� ������� �� ������ ������	
 �����	��
���� ����� " ����
� ����
��� �����
��� ����
 ��
�! � ���
���
�!
������� ��� ��� ������� ��%�
�! �����! 
����
��� � 
� �� &���� n
����
��� �����
���x1!x2! . . . !xn �����
����
 ��������
� '� �
���
�������
�( ������ ��
���������

"���� ��
��������� ����� ��� ������� ���� ���
���
����� ��
��� �������
�� � ����#�	 ���
��� �������� ������� ')������(!
�������� ����
���� �����
����� *
� ������� ������
�� �	�	��

�����	
 '��� ����	��	� ���	����(� " ������ ����� ������ ��
����
����� ������ ��
� �� ��� 
��� ������� ����
��� �����
���! ���
��
���� ����� )������ ��
 ������� '��� ��������(� +���� �����
���! ����� )������ , $
� ��������� ���
�� ��
��������
� � ��
�
��
������ ������! � ����#�	 ��
���� �������	
�� ������� ���
$���������� �������

-���	 )�����	 ����� ������
� � ���

u = f(x1, x2, . . . , xn). '.�/(

�������� ���� )������! ��
���	#����� � �������� � $�������
����� ����
��! ����	
�� �������
� ��� ����� ����
������! ��#���
�
��
������! ��%� ������� ���������! �
�����
� ������� ������! ����
���� � 
� ��

" ����� ������ ����
���� �����
�� 'n = 1( ����� )������ '.�/(
����
�� )����� ���� ������ ! �  ���)�� , ���
���� ������ ��
�������
�� ��� n = 2 ����� )������ ����
�� )����� ���� �����
���! �  ���)�� , ��������
� � 
������� ����
����
��

����
 �
�
�
�! �
� ����� )������ � ����� ���
 ��
� ����
�
����� � ��� )������� 0����� ��� ���
 �������
� 
����� ���
���
�����
�� �������! ������
��� � ��� 
������ � 
� �� "� ��� ������� ���
������ ��
� ���������� )����� ����
��� �����
����
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 ��
� ��������� 1������! ��� ����
��
������� ������� ��	�
�����
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�� ����� ���� ����������
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� ��
����� ������	�# 
���!���������� $ ����% ���&�#% 
���%���� !!���	
��������� ��� ��� �
��  ���!�� "�
� ���

�� ������ �	
�������� '��
� !�����	 !� ���� ���& �������� ��
( �������!
�� � ����!
��� ��������	
� �
�

 �������� �� ������� �
�������		 
���	
�
� 	�	 
	�	
�
� �����	������� �����		 ����� �� n
�����	������� ����
����� 	 ��������		 �������������	� ������	�
����
����� �� ��������
 
�������� σ n�
������ ������������� ������
����
���	����� ����	 
	�	
	���		! � �	
 ����� ��� �� 	 ����	 ��
��	�� 
���	
�
� ����
 ��
��� ����� ������� �����		 �� ����	�����
�������

�����	�� �
�
� �������
���� ��� �
�
� � ���
	��	����� ( )�� ���
���� ��� "��������!�� ������% ������# 
�������� ����!�# �����
�&��

�#� 
� �
�����!� σ� *�� ����
�&�
�# ������# ��!����
���	� 
�������%
"�
� ��� ��!���!��#�+�% ���!
�
�#� ��� 
���!�
��!���

���
	��	����
��	���
 !������� ��!�������	 ���� ������
���
������������ ������# ���
� �&���!��	�# ��� 
�%���
�� ��,�
�#�
*�� ����
�&�
�# �������� ����
� ������� 
���&�� �������!� "�
�
���
!�� �����!�
�# � �� ��

$ �����	���� ����
�&�
�� ������	 ���������!�
�# σ� ������#���# !���
�� n ������
��� ������������ ����� ���	 ��+���!�

� ���
	,�
� !
����!����!�� � "���&����� ��+
���	� ���&�� -���� M ����
�&�
���
��!�
��! ����� ���	 �����!��	
��� .% ���
� �������	 ! !��

g1(x1, x2, . . . , xn) = 0,
g2(x1, x2, . . . , xn) = 0,
. . . . . . . . . . .

gm(x1, x2, . . . , xn) = 0.

���/�

$ �#� ���&��! �� )��% ����
�,�
�� ���
� !������	 �
� ������
�� ���
������� &���� ������ *�� ���!��#�� �����&��	 
�������� ��������� ��
��� ���� �������� ��� &�� ���!��� � ���
	,�
�� ������
���� ���&�
� �����&��� �� ��,�
��� 0
�����&
� ����� !!���	�# ����� ���
	��	���
	��
��	���
� ����+�� !�

a1 � ϕ1(x1, x2, . . . , xn) � b1,

a2 � ϕ2(x1, x2, . . . , xn) � b2,

. . . . . . . . . . . . . .

ak � ϕk(x1, x2, . . . , xn) � bk.
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�������� ��� �� 	���� ����	� � ���� 	! ��#��$ ��! ���� ��	��� ���
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������	����� �������� �������
������� �� � ���������� � & '�

�� ������ �	
��	��� ������� (��� ��������� ���	�
���	��� 
	��
������ � �	��� ����	��	���	�	 ������������ 	����	� V = 1 �3�
��������������	 �����	�	��� � ��	 ���	�	������ 

 �	��	 ������
�������

(�	 ��������� ���	�� ����� ����� ��� �����	� �!��
��� 
� ���)
�� � ������ �����$���	 ���������  ��#�� ��� �	�	�������� *��	
���!��
	� 
���! x1� x2� x3  �	�� ����� ���������� � !� �
� ��� ��� �
�	�	�	!�"		 +���"		

S = 2(x1x2 + x2x3 + x1x3).

��� �����	
 � ����� ������ 
��
���
 ������� � ����	� V = 1 �
����	���	������������� ���� ����
�� 	�����	�� �	� ���������

V = x1x2x3 = 1, x3 =
1

x1x2
,

S = 2
(
x1x2 +

1
x1

+
1
x2

)
. ,��'-

.� �
� ������� � �	�	�	!�"		 +���"		  ��$ ���������$� / ��!����� ��)
���	� !� �
	 �� � ��� ��� !��
��	� �������$���������x1�x2� � !���
	 x3� / ��	�� ����� ��	���� +��	
���	 ����
	���� !� �
� ��!��������
��	�	!�"		  �� "������ +���"		 ,��'-� ��������� �����	
��	�)��������
���� 	�����!�����  �� 	����
��	� �������� x3�

/���� � �� ��#�� ����#�	� �������	������ !� �
� 	 �����	�
 �����	������ �����	�� 0���	���� ��������� 
���  ����� ��������
	���  �	�� �� ����� 2 �� 1� �����	� !��	���� � �	 � �����	
��	�)
���������� �� � 	� 	! ���������� ����	���

x1 � 2. ,��2-

�
�� 	���	�� � �	������ �����!"�! ���	���! ���� 	����
���#��$ ����������� ���
#�! ,��'- � ���� �� 	��������������
������	 ,��2-� ���� 	������� � ������� ������	� ��� x1� x2

%x1 � 0� x2 � 0&�

� �� �����	
��� ����������

�� ������ � ��
������� ���	������ ������ 	���������� � �����
���
�� +�����	����� ��� ���	� ����!��� 0��	 ��	������� ,	�	 ��	)
�������- !��
��	� "������ +���"		 y = f(x)� !� ����� �� ���#���� σ�



� �� �����	
��� ���������� ���

� ����	�
��� ������� ���������� ��������� x ∈ σ� ��� ������� ��
��
��� ������� ��������� ��������
���� �������� ������������� �� ����
������
����! �	��� �"������ � �
�	�#��! ������"�
$ � � � �� � % � ! � � � � � � � �� ������ ����	
� f(x)� ��������� ��

������ [a, b]� �
�
���� �� ���� ������ ��
������� 
 ��
������� ����
���
�� �� �� �� ������ [a, b] ���������� ���
� ����
 x1 
 x2� ��� ���
������ x ∈ [a, b] 
���� ����� ����������

f(x1) � f(x) � f(x2).
&�� ������� �� 	���"���� �	������������ �� ����� '� ���
#���� ���

��(����� 	����(���� ����") ��������
��") ������! ���� � �����
���)
�����) 	������ ������� % ���������� ����� �������� ����� ����� 	
� �����
�	������! �������� ��������������! �� ������� ��	��(���� �����
���
�����	���
*�	�� ������������� ����	" ���������� 	
� ���") �
����� ��
��")

������!� +�����! �� � ��) ��
����� �
���! 	��������������! �����
��� f(x) �� ������ [a, b]� ������ ������� �	��� � ��	� ���
��������!
���������� y = f(x)� � ��(�� ,"�� ��!	��� ����� �"��(���� 	
� �� ����
���	��! f ′(x)� '�)�(	���� ����������� ����) ������! ��(�� �����	���
������"�� � ����� �"� �! ���������� ����	��� 	����������
�����
�����
����� '������� ������� ���� �����
-������ f(x) ��(�� 	�������� ������ ������� ��� � ���,�
� ��� ���

����! 
�,� � �������") �����) ������ [a, b]� 
�,� � �����) �������� �
���������� +��
�	��� ����� �,����
��� 	�
(�" ,"�� ������������� �� ��
������	��� f ′(x) � ���) �����) �,�������� � ��
�� . ��� ���,)�	����
��
���� ����������� �
�	�����
���� 	
� ����	�
���� ������� ��� �
�
���,�
� ��� ������! ������� f(x) �� ������ [a, b] ��(�� �"���
��� ��
������� �� ���) ����������) �����) 	������ ������ � � ��� �������")
�����) � �������� ��
�����"� �������/ ������� �� �
� ���,�
� �� �
��) � ,�	�� �����"� ���������
+ � � � � � � '�!�� ������� �� � ���,�
� ��������� ������� f(x)=

= x3/3 − x2 �� ������ [1, 3]�
0 �  � � � � � %"���
�� ������	��# ���! �������1

f ′(x) = x2 − 2x.

+���������� �� ��
#� ��!	�� ����������� �����1

x2 − 2x = 0, x1 = 0, x2 = 2.

$���� x = 0 
�(�� ��� ���������������� ������� ������� 	
� ���
��
�����
��� ��� �����1 a = 1� x2 = 2� b = 3� %"���
��� ������� �������
� ���) �����)1

f(1) = −2/3, f(2) = −4/3, f(3) = 0.

��������� ��
�����"� ��
����"� ��)�	��� ��� ������� ��� �������
������� f(x) 	�������� � ����� x = 2� ���,�
� ��� . � ����� x = 3� �� ��

fmin = f(2) = −4/3, fmax = f(3) = 0.
���



��� ��� �� ����	
 ����������

� �����	
����	� ������ ��������� f ′(x) = 0 ��� 	
������� ���
��
������ 
	��� ����	�� ����
� ��	�����
����	� ��� �	��� ��	���� ���	�
�	���	��	 !���"�� f ′(x) ��	��	���	 ��	���	��
� ��������� ��
	��
������� ������ ��� �������� � #������$ ��������� ��
	�� #�%
	��
����
 �����	
���	 � � ��

&�� ��� 	
�����	��$ ��	������� ����� ��
	�$ 	��	����� �� ������
����� �	���	��	 "����	 !���"��$ 
�����
 �� �����
�����	'	 ����
���
������ � ���'�� �������$ �	'�� "������ !���"�� ������ � 
������	� ����
��� �	��
 ��
� ��������� �� ���	
	��� ������
��� ��������� ��'�����

�$ ��	����%
�� ��������� ������ ���	
�� (�� 	��	���� �� ����������
"����	 !���"�� � 	
������� 
	���� � ���	�� ����� ��� ����	����'	
��� ���������'	 ������� � )�*��
���
 ��� ��'	��
�	� ������� ����	 
������� +����	
��� ���	
	��� �� ����

�� ������ 	�
��� ,�������� ��
	�� 	���� -��
��������� ������
�� !���"�� �����	
��� �� ������ ���	������ �������� !���"�� f(x)
�� 	
����� [a, b]� .���� ���	��'�
�$ �
	 "������ !���"�� ���������$

� �� �� ����	� 	
����� 	�� ����
 
	���	 	��� �������� (
��
��$ �
	 � ���
������	 ���
��� 	����	 ��
����%
�� �����	 
���� "������ !���"���

/	'����	�
� ���������	'	 ������� ������ 	�������
�� ����	�
�%
����� 	
�������� ��������� x �	��
�	'	 �����
�� � �����������
� ���� x∗� /	
������$ �
	�� -
� 	'����	�
� ���� 	 �	���% ������
������	'	 �	��
��	'	 �������� ε0

|x− x∗| < ε. 1���2

/�	"��� ������� ������ ��
	�	� 	���� �	�
	�
 � 	����	��
����	�
������� ��
������ ��������� �	��
�	'	 �����
��$ ��������	'	 �����
����� ����������	��� � ������ �	"���� 	
�����"�� �'	 ����� �����
b−a$ � � �	�"� 	�� �	���� �
�
� ������ ε$ 
� �� 	
������	� �������� �	�
��
�	'	 �����
�� �	���	 ���	��
��� � ��
������ ��	��������	�
� 3
	
����� [xn, xn+1]$ ����� xn+1 − xn < ε� 4	'�� ��� ��	������ 1���2
� �����
�� ���������� � 	
������	�� �������% �	��	 ����
� �%�	�
x∗ ∈ [xn, xn+1]$ �������$x∗ = xn ���x∗ = xn+1$ ���x∗ = (xn+xn+1)/2�
� 	������� ������ ��� ��	������ 1���2 �	�
�
	��	 ��	������ ��������
�
�� xn+1 − xn < 2ε�
�������� �	�
�� 
��
��� 
������ ����	���� ����	��������
��

������
� ������� ��� �� ������	�� ��
�� 	����� ��
��� 
 ��
������
�� ����
����� �������� ������� ������� � ������ 	���������  �
�!
n " ��
�� #������	��� ��	�����$ h = (b − a)/n " %�� 	���������
&���
�� �������� ������� ������� yk = f(xk) � ����� xk = a + kh
'k = 0, 1, . . . , n(� )	������� ���������� �������� f(xk)$ ����� 
	���
��� �����!%�� yi = f(xi)�

,���	 mn = yi �	��	 ���������	 ����
� �� ���������� ������
��� "����	 !���"�� f(x) �� 	
����� [a, b]� (������	$ �
	 ����	�
� mn

� ��������m ������
 	
 ����� 
	���$ � ��� ��������	 !���"�� f(x)

lim
n→∞mn = m,



� �� �����	
��� ���������� ���

�� �� � �	�
������ ���
� ����� �������� ���������� 	 ������
���
������� ��������� � �
��
� ���� ������� ������� �� � ��	��� ������� �������	
 ���	!

�� �������� ������� 	 	����� n � �"��� ����������� #� �� ����!
���� ���	���� ��������"�� � ������ ������ � ���
���	��� �$��������
������ �����"����� ���"����� %� &�� ���������� �����
'�
�� &�������� �������� ������� ������
���� ��������� �	!


����� ����
���	��� �	����	� ������
����� "�
�	�� (��"��� �������
���	�
��� ��������� ���"��� �� ���

y y

y

0 xa bx1 xi_1 xi xi+1 xn_
1

���� ����

����	�
� �������
������ )�����
��� � ����� ����� 	��$ ������ ��!
����
��� (��"�� y = f(x)� 	����!

��$ 	 ��
�$ xk *k = 0, 1, . . . , n+�
�������� �����
��� yi� ,�� �����!
��� ��� ������
��� ������ ������!
��� ��������� �$������ � �������
[xi−1, xi+1] *���� ���+� �� �� ����	�
 �!
������
����� ����
�� �� �
���	�$
����	� ���� ����	� �
�	����� 
	��
������	
 �� ����	����	
�� ���
�

�� ����	�
����� �� 	�xi+1−xi−1 � ε�
�� 	�� �
��� ���
� ��	
����� ���	� 
����� �����	
��� ��������� �
�
�	����� ���
�� ��� ��
�� 
����� ���� �����	
��� � �� � ����	��
����������� �������	��� � �����	
�� ���

��� ����	�� �
�	����
�� 
	���		�	

����� � �����

�� �	��	 �� 	�� ����!� ���
� � ���
�� �" 
	!������ �����	���	��
����� � ��!�	 �����
��� ������ ����
�����	
�� ������� #$$	!���
��� ����!��
%�������� ����� ���
��� �
�� ����	�
� �������
����� ��	�

b− a = 1� %� � �������� ��� �������� 	 100 ���� ,���� 
���� �������
��������� ����	�
� � 200 ������� �����
�	 ������ "�
�	�� (��"��
f(xk) *k = 0, 1, . . . , 200+� ����� �� �����
��� ������ f(xi)� -����
������� ����	�
�� �������
����� ����� ������� [xi−1, xi+1]�

������ ����� 	�
��	��  ����� ������� �������� ������� [a, b] �� 20
��
���  ������ ������� ���	���������
� ����� 0.1� 	� ���� �� ���
�
�� ������� ������� ����� � ����� xk = a + 0.05k !k = 0, 1, . . . , 20"�
#�	��� ������� [xi−1, xi+1] 
���� �������� �� 20 ��
���$ 	����� 
���
��� ������� ����� 0.01� 	���� ������� ������� ����� ���
���
�� � ����� xk = xi−1 + 0.005k !k = 1, 2, . . . , 19" !� ����� xi−1  xi+1

������� f(x) ��� �������"� #��� �������� �� ������ 
����� � 	����

�
�	����� 	��������� 40 ���
���� ������� ������� ����� 	���
�� 201 � 	����� 
������ �� �� 
	�
�� ������� 	�������� 	������ 
�%��

������& ������& ���
�����
.�/���	��� ��� ���"��
��$ ������	 ������ ������
��$ ������ �

������ ��������� 	����� ��
�	 � �� ��� ����	�
� �������
�����0
����� ��
��� ������� ����
��� ����� ��
����� ������ � ��� 1���������
��� �� �$�



��� ��� �� ����	
 ����������

�� ����� ��	���
� ������� ��� ���	��
��� ����
�� ��	�������
�	��	�� ����	�	� ���
� ������
��� � ��
�� ������ �	��� ���	���
�	 ������ � 	
� ����!
��� �����
�	� ������
��� "��� ���
�
��� #
��� ����
�
��� $���
���
�	% ���
��� �
�
��� & ����� f(x)� '����
�� �����

 $&&
�	����( �
	����) � ��	���( ��� ������
���� �����
�
�	�
 ������
��� f(x) ���	��
	�� ��� �*� 	�����	�) ����
	�� ���

��� ������	� 
������ '� ���	��	 � ���	��
��� ����
���	
�����	� �	�
��
��� [a0, b0]) [a1, b1]) . . . ) �	�����!�(�� � 	���
����� �& ����� f(x)� +
�,���*�
) � ������
��
� �
�����) ������
��
 ���
��� & ����� f(x)
�������	�� ��*� � ����� 	���
� �	 	���) ����
�� ������� 
������)
�����
	�� ��
������� �������

������� ���� ��
� �
	�� �
��
	���
���)  �	
� ���
�
� �
��(��
����
 ���	��*
���� + �
���� *�
 ����
�� ��	������� �� 	�� �	�
��
� [a0, b0] "���� ��-) �% �����
� �
��	���
 �� 	�
���
 	���� x1 � x2 �
�������
� ���
��� �
�
��� & ����� f(x1) � f(x2)� �������� � �����
�� �
 f(x1) < f(x2)) ��
�����) �	� ����� � ������,
� � ����� ��
����
��!�( � x1 �	�
����. [a0, x1] ��� [x1, x2]� ��$	�� �	�
��� [x2, b0]
��,�� �	�����	�) � ��� 	
� ���� �
���������� ��	
��� �
���
�
�
�
����	��

/	���� *� �������� � �	�
��
 [a1, b1] "���� ��-) �%) ��
 a1 = a0) b1 =
= x2� + ,�� ���� ����	� ��
 �� 	�
���
 	����) �� ��� �� ��( "x1%
��	��� �� ��
��� !
�� *�) ��$	�� ���		���� ����	� ��*� ��� 
	��� x3) �������	� ���
��
 f(x3) � ����
�	� ����
��
� �������� ��
��

f(x1)

a0
a

x1 b0x2 a1= a0 x3 x1 b1= x2
á

f(x2) f(x1)f(x3)

���� ����

f(x3) < f(x1)) ����) �	� ����� � �(���	�� � �	�
��
 [x3, b1]� '�������
$	�	 �	�
��� [a2, b2]) ���� ���
�
� ��� �� 	�
���� 	��� � ���	����
����
� � � ,
��� ��	
��� �
���
�
�
����	�� ����
�� ��	�������
���	���
	�� �� 	
( ���) ��� ���� ��
�
����� �	�
�� [ak, bk] �
 �	�
	
�
��*
 ������ �
������ ε�

0
�
�� �����	��� ������ ���
!
��� �� 	�
���( 	��
� � �,���
�	�
��
 [ak, bk]� � �	� ���� ��	
��� �
���
�
�
����	� ��� l)  	���
�
�
��� �����
	 
�� � ��	� l1) l2. l1 > l2) l = l1 + l2� ������� 
����

�� ��	
��� �
���
�
�
����	� �����
	�� 	�) �	��� �	��*
��
 �����



� �� �����	
��� ���������� ���

�����	
� ���	�� � ����	 ��	
� ���	����� ��������� �����	��� �����
�	���	
� ���	�� � ����	 �����	
� ���	���

l1
l

=
l2
l1
. �����

�� ����� ������	
��� ���� ����� ����� �
�
���� �������� �����
	
���

α =
l1
l
, β =

l2
l
.

��	�����	� �����	��	 ����� � �� �	� ��!	��� α" β�

l21 = l2l, l21 = l(l − l1), l21 + l1l − l2 = 0,(
l1
l

)2

+
l1
l
− 1 = 0, α2 + α− 1 = 0, α =

−1 ±√
5

2
.

��������� ��� ���	�	��	� ������ #������	����	 �	�	��	" ��

α =
−1 +

√
5

2
≈ 0.618, β = 1 − α =

3 −√
5

2
≈ 0.382.

$!	�����" !�� ���	���� �	�#�	�	�	������ ����� ���	���� � ������%
�	��� �����
� �	!	��� ������� � #��#��&��' l2 : l1 � l1 : l2� (� ���� ��)" �
��!�� �	�	��� x1 � x2 ���������� � �!	��� *��' #��#��&� � + ������
���!�	 ��		�

x1 − a0

b0 − a0
=
l2
l

= β, x1 − a0 = β(b0 − a0), x1 = (1 − β)a0 + βb0,

x1 = αa0 + βb0. ���,�

-����
�!��"

x2 = βa0 + αb0. ���.�

(�!������ ����� ���	����� �	�#�	�	�	������ ��������	� d0 = b0 − a0�
����	 #	���
� ��
� �#�����&�� #���!�	��� ���� ���	���� �	�#�	�	%
�	������ / ���	�� [a1, b1] ���� ���� ��)" ��� 0
� ����� � �!	��� ���.� �����

d1 = b1 − a1 = x2 − a0 = βa0 + αb0 − a0 = α(b0 − a0) = αd0 ≈ 0.618 d0.

(� ������ ��
	 ���	�� [a1, b1] ����	 �	����� � �������	��� �����%

� �	!	���� ��� *��� ���� � ��!	� �	�	��� ���	� ��!�� x1� �����	� *���

x1 − a0

x2 − a0
=
β(b0 − a0)
α(b0 − a0)

=
β

α
=

1 − α

α
= α.

����	��		 ���	����� ��	��	� � �������	��� α2 + α− 1 = 0�
+����� ��!�� �	�	��� x3 ������	��� ��� �	" ��� ������	��� ��!�� x1

#�� �	�	��� ���	�� [a0, b0]" �� 	� �����
�!�� ���,�� x3 = αa1 + βb1� 1 ���%
�� ���	���� �	�#�	�	�	������ ��	����	��� �� ���	��

d2 = b2 − a2 = b1 − x3 = b1 − αa1 − βb1 = α(b1 − a1) = αd1 = α2d0.



��� ��� �� ����	
 ����������

�� �����	

 � ��������
��
 ������ ����� ����� ���
���� �����
����
����� �����
� y 
 z ������� [ak−1, bk−1] �� k�� �	� ���
�
�� 

 �y < z�!

y = αak−1 + βbk−1,

z = βak−1 + αbk−1.

"��
����
#� ������$����� ������
� ������ ���� 
� �����
��� y� z% ��&�
	�� �����
���� '������ � ������&(�	� �	�� ��
 )��� ��
�� 
����$���
���������������
 ��$��

dk = bk − ak = αkd0 ≈ 0.618k d0. ����*�

��� � � ���	
 ����	 
	���� ������� ����	�� ����
������ ������
����	��� ��� ������	��� ������ dk < ε� ����� ���	����� ����
	��
����
������ x ∈ [ak, bk]� � ���	���	 �������	��� � ����
�� ��
 ����
�	��! 
���� ������ x∗ = ak ��� x∗ = bk� ��� x∗ = (ak + bk)/2� �
����	��	
 ����	 ��� ������	��� ��	�	
�� �������� "��� ������	���
�	���	����� �����# ����������� �����

dk < 2ε. ������

+� �
�� ��, �������$��� ��	��
�� ��� ���� ���������- ���
�
�� 


������� ������	� �����
�� .���� y� z / ����
 �����
� ������� [a, b]�
��
��� y < z� ���������� q 
������&���� ��� $�0��� 
�  
��� ��
 $��
������

����$����$� ������� �� �� ����� ����
���
� ���'&���- �������
� "
���&������ $�������
� ��	��
��� $������� ���
������� ������
� �������
��	� ��������� x� $ ������$� ������	� ��
�
������ �����
�� ��������	�

����$��� ���������������
�

� � 
� � �� 1�� � ���
 ������
$���
� ����	
 �$
���
# �$����'
��
��
 �������
 v ��2� ����� 
�������$��� )��
�
����&# 3���&�& f(v) =

= 24 − 2
3
v +

1
30
v2 ���� ������ 4������
�� ��������� ��
 ������- ������

�
$���
� '&��� �
�
��������
5 � � � 
 �� $�� �����	�%�� ������ ����
	���� ����
������� &�	� 

���������	��	 f(v) ' �	�	��� (������ ������� v ' ���	����� ���
��
	��� )���! ����� �	��� �	%�� ��	
 ��*���	��� 
���

� �
��
�� ! ������	��� ������������ ������ � f(v) ' (����� ��((	�
�	����	
��� )	������	� ���

f ′(v) = −2
3

+
2
30
v = 0, v = 10 ��2�.

���
��#���
�&�� �� )��- ������-�- ������ ����� ������	� �����
��
���$��������� 	���
 �
����$��� ���������������
 ��
�����$���
a=
= 5� b = 20� 5��&������ $��
����
- �������$
� $ $
�� ���'�� ����� .����
�'�������
� �����	
��� 
������&���� $ ���&��&��	����� ���� �
�� ��,��
5������ ���$������ $ ����$����$

 �� ���&��&��	�����- � ��	�������#
ε = 1 ��2��



� �� �����	
��� ���������� ���

���� a� b� ε

α = (−1 +
√

5)/2� β = (3 −√
5)/2� q = 0

y = αa + βb� z = βa + αb� A = f(y)� B = f(z)

��
A < B

�	


b = z

��
b − a < 2ε

�	


q = 1 z = y� B = A

y = αa + βb

A = f(y)

a = y

��
b − a < 2ε

�	


q = 1 y = z� A = B

z = βa + αb

B = f(z)

�� q = 1

x = (a + b)/2

����� x

��� ���� �	
�� ����
��� �	�	��

�����	�
 ������� 	� ������� ������

y = α · 5 + β · 20 ≈ 0.618 · 5 + 0.382 · 20 ≈ 10.7,

z = β · 5 + α · 20 ≈ 0.382 · 5 + 0.618 · 20 ≈ 14.3,

A ≈ 24 − 2
3
· 10.7 +

1
30

· 10.72
≈ 20.7,

B ≈ 24 − 2
3
· 14.3 +

1
30

· 14.32
≈ 21.3,

A < B.

��� 	����� ��������� �������� ��������� 	��������� ����� �����
����
������ �������� ������
�� �����	����
� �� ��� � !� ����	���
��� ���������� �� ������"#$ % ���
 ����� ���&�'����� ����
��
�������� �������� �����

v∗ =
9.4 + 10.7

2
= 10.05 �
(�.



��� ��� �� ����	
 ����������

� �� � � � 	 
 �� �����	 ����� ��� ����		�� ��	��� ε ����� ���
�	��
�� ��� 	� ������� �����

v∗ =
8.6 + 12.1

2
= 10.35 ����, |10 − 10.35| < ε = 1.

������ ���	�	
�� ������	��	 �������� �������� �� ��	�	����	 ����
�� ��
�� ������ ����� ���	���� �����	 �	�	��	 v = 10 ����� �� � ����

� � � � � � � ��	


�� a y z b A B b − a

1 5 10.7 14.3 20 20.7 21.3 15

2 5 8.6 10.7 14.3 20.73 20.68 9.3

3 8.6 10.7 12.1 14.3 20.68 20.81 5.7

4 8.6 9.9 10.7 12.1 20.66 20.68 3.5

5 8.6 9.4 9.9 10.7 20.68 20.66 2.1

6 9.4 10.7 1.3

�
���	 �����	 �	� �� �
� � ����	�	��� ���
	����� ����	��� !������ �
�	�
��� ����	�	 ����� � ��
��� ��
�		 ���
� ����� �� � ��
�	��"
��
���"  ����!�

"��� ���� ����	
�  ��� 
# 	�$�
���# ���� ����	
� 	��
	�%	&'
���(	�	
% ����	
�� ������ $$���# ��� ��� )# * �# $� +! �	�
��� � ���
	��	�
� �
���		&� ������# ��� ���&' ��	 ����	�
�(���# �� ����
������ ��	��� ���
�	���� ,�$����� ��	��	
�  ����! 
  ����!# ��	
	�%�
 �
�� 
����-
%N # �������� ��� ���
��	
� ��	��
 ε  ��� �  )��!!�

N = E

(
logα

2ε
b− a

)
+ 2.  ���+!

.�� ��������		� (&�� $�
����  ���+! ����N = 6�

�� ����� �	
����� #�� � 
� ���	�	�� � �� $� ������ �����	����
��������%�� ��&&	�	�%���	��� &���%�� f(x) �������" � ��'���	��(
������	���' ���	� ���� &���%��� ���	�	
"	� ' �����	��	�

f ′(x) = 0.  ���/!

#���� �����	��	  ���/! �	
�" �	��� ���
����	���� �
" 	�� �	�	��"
����� ����	��� �
���		&� ����&# 	�$�
��� ���� 0�1�	�  ��� ��� )#
* �# $� 2!� 3 4�� ������ �(���  ������ �����	
 ����	� �
�
� ����
��
��

5���� x = c 6 ����	
� ���(	�	
�  ���/!# � c0 6 	����� 	�����	�
$�
��
��	
� � c� 5�
��	
� ��� ����	
�  ���/! ���� 0�1�	� ����	
�
���(	�	
� F (x) = 0# ���� 4�(
(���	�	 ���(	�	
1  ���/! $�
 F (x) =
= f ′(x)� .�� 4�� ( 7����� ��� k�� $�
��
��	
� ����� 0�1�	�  )���!



� �� �����	
��� ���������� ���

������	
� 	����� F (x) ��
�	����� f ′(x) 
 �����
� ��� ����� ������
��� k��� �
��
���
� � ����
� ��	���
� ���� !"

ck = ck−1 − f ′(ck−1)/f ′′(ck−1), k = 1, 2, . . . ����#!

$�� 
����%��	��
� &��' ������ ����(��
��) ����� f ′′(ck−1) �= 0� * ���
����	� �
��
� �������
� 
���+
������ ��+���� ����� �
�����%
����	
� ��
����
 �	�( �������	����%��( �
��
���
'

|ck − ck−1| < ε


�
 ��
����
 ������
' +���	�' ����+

 �� &�
( �
��
���
�(

|f(ck) − f(ck−1)| < ε.

$���������� ����	
� �(��
����
 ������ ,%����� ����#! ����� �����
�
�%) ��
���% �� ������ 
� �� # - � ��� .� / 
�����) ���	���
	� �������
0�� �������

1 � �  �� �� ����� x = c � ��	
�� �	��
��� ���� !) �� 
� f ′(c) =
= 0) � f ′′(c) �= 0 � f ′′′(x) �
�	
	���� ����� ���
���
� ��	
������� D
��	�� c �c ∈ D! �����) ��� 
��� ��������
 �	�����
��
 c0 �	�����
���
���� ��	
�������) �� ��� �
���� ������� ����#! ����
����
�������
 ���
��� {ck} �!������ � c �	� k → ∞�

2����
�) ��� ����� x = c ����� �	���%�� ��� �����' �
�
����) ��� 

�����' ����
����) � ����� ��
 f ′′(c) = 0! 	���0� �� �	���%�� �����'
&��������� 3��
 ����+
� f(x) 
���� ��� �
�
����) ��� 
 ����
����)
�� ck ����� �(��
�%�� 
 � ������ �
�
����) 
 � ������ ����
���� 	 ��	
�
�
����
 �� ����) 
� ���������
 ����' �
�
�����' ����
 	���� �����%���
�
��
���
�� 4
 &���) 	 ���
�
� �� ���
( ������	 ���
�
��+

) ���
���� ��� ��
��� ����
���� ����+

 ��	������ � ������' ��� ��
���
�
�
�����

5����� ������ ,%����� ����
� �����
 ���
�
��+

 ����� �����
�
�% 
 
� ���
( ��������
'� 6�����
� ����+
� f(x) 	 �� 1�'���
	 ���������
 ����
 ck−1) ����
�
	�
�% �
��'���
 
 �	����
����

������
 �����
���%�� �
�0��
� x− ck−1"

f(x) ≈ ϕ(x) = f(ck−1) + f ′(ck−1)(x− ck−1) +
1
2
f ′′(ck−1)(x− ck−1)2.

����.!

* ������	� ������0��� �
��
���
� ck � ���
���%���� ������
� ������
���� ������� x 	��%��� ����� &�������� ����+

 ϕ(x)� 7����

ϕ′(ck) = f ′(ck−1) + f ′′(ck−1)(x− ck−1) = 0,

ck = ck−1 − f ′(ck−1)
f ′′(ck−1)

,
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�������� ����� � ����������� ����� c0���������
���� ���� ���� �
 �������  �
!�� !���"�� f(x) �
���#���# 	
�
$���% &
 �
!���� !���"�� ϕ(x)�

'��������(�� �)�������� �����
 *(����
 ��+���# �
�
�� �	�����
�
"�� ����� ����
�( �
���
��#� 
�
�� ���,� ����
��,� �  �� �� -����
*(����
 �$�
�
�� $���� $,����% �)�������(� 	� ��
������ � �����
���
�����,� �� ��	��(���� ��!!����"�
�(�,� ���%���
 !���"�� �
	������

0 c1 c0c x

ϕ(x)

f(x)

y

���� ���� ��	
� ��	
��

� ������� ������ � ������#�� '��
��
�)�������( �����
 *(����
 ��  
�
��
�����
�
� 	�� ����
���� �,$��� �
�
�
�(�� � 	��$������# �� ����� �
��
)����(�#�

. � �� � �� ��+�� ������� *(����
�
 �
�
�� �	�����
"�� �� 	� /�

� �+ � � � �� 0
������ ��� !���"�#

f(v) = 24 − 2
3
v +

1
30
v2 #��#���#

��
��
�����%� �� �� �� �
�������� ���

����� 	�����
��#�� ��$�% ������ �
�
�������1 f(v) = ϕ(v)� .�2���� 	���
#
�� ����
"�# 	� ������ *(����
 v∗=c1
	�� ��$�� �
�
�(��� 	��$������� c0
�
�� ������ ��+���� �
�
��� 3�����
	��$������� ���	
��� � 	���,�1 c2 =

= c1� 	�����(�� f ′(c1) = 0� 4
��� �$�
���� 	���� ���) ����
"�% $����
�,	������ ������� �
���+���# ����
"����� � 	��"���
�

� �� ������	
��	 ���� ����������

�� ������� ���	
�� ���	��	�� ����������� 3 5 � �, �
������
���� ��������,� �
�
�� �	�����
"��� � �����,) "����
# !���"�# �
�����
��+( �� ���� � 
� �����
� '��
�� � $��(+������ ��
�(�,) �
�
� �	�����
�
"��� 	�����
��#�6�) 	�
��������% �������� "����
# !���"�# �
�����
�� ��� �) 	������,) 	
�
������� 3 �
�������� �
���������
# �,+� �
�
�
�
 �$ �	��������� ��	���������# ���� � �������� 
�����$��# �

�
��� ���� #��#���# ��� ������%� 	�����(�� ����( �
�#�� �� �������(�
������# � ��� �� 	������,� 	
�
����, �
������ 	���,��#� ������
���	��
���
 � �����

-������ ��!!����"������% !���"�� ��� �) 	�������,) u = f(x1,
x2, . . . , xn) ����� �
%��� �������# �� ��
����# � ����������) ����
)� ���
���,� �	�����#���# �� ��+���# ������, ��!!����"�
�(�,) ��
�����%

∂f

∂x1
= 0,

∂f

∂x2
= 0, . . . ,

∂f

∂xn
= 0. �����
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S = 2
(
x1x2 +

1
x1

+
1
x2

)
.

� �� � � � � 	 
 ��������� � ��	��� ������� ������

∂S

∂x1
= 2

(
x2 − 1

x2
1

)
= 0,

∂S

∂x2
= 2

(
x1 − 1

x2
2

)
= 0.

����� ������� x1 = x2 = 1 �� x3 = 1/(x1x2) = 1 �	 ����� �� �!���
������"��#$� ��# ����#�� � � ������ ������ %��%��% ���� �����  �� �
��� �&�  ���� 1 �	

������ ���'# ���� ��(�� �����"!���" ���" ��% ��$$� ��)�*
 ����# )�����# $���)��	 +� � � ,�� ������ ��&� ��!�����" �� "�!�'�
 ������ � �  ������ �����' ������#�'� � ������# ��	���	


� ���&�� �����%� ������# $� ���' ��% )�����# $���)�� ��� � ���*
��% ���" ��!��(���" �� �������% �� !������# � � ��!���"�'� �����
 ����� ������# ������ � ����-"� ����� �&� �'�������"��&� ��&�*
 ��� ��� ���� $�!������� �!�� ���#	 .����� ����� � � ����(�����
�� �������� ������"��&� !������% $���)�� �� ���# ������ � � �!���*
�'� �� !������%� � ����"�'� �����	

/�%  �����% �������# !����� � ������ � ���� �����% G� � ��� �#
�-��% ������� )�����# $���)�� u = f(x1, x2, . . . , xn)� ��(�� �����
���� ���� ���(���� ���� ��!���� ����  �!�����% ��� ����� �!��*
����% �� ��� �� x1� x2� . . . � xn �� ���� � ��&��� h1� h2� . . . � hn	

 ��������'� �!��� ��(�� �'�����" !������% )�����# $���)�� � � ���
,�� !������# ��#� ������"���	

����# ���� �����&���� ����� �� ��� � ��% $���)�� ����# �� ����*
��# ���	 0 1� �	 1�	 ������ � ���&��� �'� !������ �����!�)��� &�� �����
� ����'� �� ��� �� ����&�� �%� � ������ ,� ���� �� ������ �'
������� ���"��&� ��2��� �'�������#	

�)����� ��� ��� � ��2�� �'�������# � ����-"� �� ��� � � �  ���*
��� !����� �����!�)�� $���)�� �%� ���!����'�	 3��" �'�������� ��
!������% � ����# ����  ���� 100 � �$��������� ��� �)�# ��� � �����
,� ����� ��(� ����&�" ������"��� '�%� � ���"���	 �����" � ����*
 �����%  �!����� �� 100 ����# � ��(��� �! �%� ��� ������#� 	 �	 ���*
��  �����'� ����  ���� 1015

≈ 1010	 4���� � �$��������� ��� �)�#
�&��  ���� 1012� � ��%  �����% ,�# !����� �� ����"�� � � �'� ���#*
����� 10 ���	 ��	5� �� �����% 105 � ������ ����� �������&� � �����	

3 ��������% �)���� ����!'���� �� ���� ����' ��-�&� ������
� �����"!������� �������&� �� ��� � ��%  �����% ���&��� �'� !����
�����!�)�� �� &��%�%	 +��������' ���)���"�'� �������'� ����'�
��������'� �� )������ �������� ������	 ������ �� ����� '� �! ���	
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2 , . . . , x

(k)
n

)− f
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x

(k−1)
1 , x

(k−1)
2 , . . . , x

(k−1)
n

)∣∣∣ < ε. ������
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)
A = B

��� i �� 1

	��
���� xi

�� n

B = f
(
x1, x2, . . . , xn

)
�� |A − B| < ε
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�� �������������� ������

�����	
�� ����� ������ �������� �����
��� ��������� ������ �������	� ��
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�������� � ���� z = x2 + 36y2� ����� 
�������	 !�� ������� �������� �	�	��
�������	�� "	����� ���	#	 �������� � ���
��� ��� ������� �����	 � �������� ����$
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	� ���	�$�% �#������� ��� �������� ��#�	 ���	 ���������
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&���%��� �	 �	���	������� ���� �	����	��� ��� �	��	������ �	�����
�� )�#� �����	 ������������� �	��	������ �	����$)�#� ���	��� �����
����0� ����	�	���	������������� ����	��	�������	����$)�#� ����	��	�
��� ������� ���% ��������% u=f(x, y) %	�	����������� �� ��������	


gradu =
∂u
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∂y
e2,

#�� e1� e2 1 �������� ������ *���, � �	��	������ �������	��% ��� �
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��� #�	���������� ��	
�� �	�
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x(1) = x(0) − α(1) grad f(M0).
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x(2) = x(1) − α(2) grad f(M1).
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	 � &���� ��� ��	
� 
�� #������ ����� ������& �����& ������ ����
��#�! � ���
����
#����� $
 ���������� ���#�&*
#& # ����.	* �#������� ��������
������&'

∂f

∂xi
≈

1
Δxi

[f(x1, . . . , xi + Δxi, . . . , xn) − f(x1, . . . , xi, . . . , xn)] ,

i = 1, 2, . . . , n.
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���� #��#�� � ������� ��
���� �#�

������ ��/�� ���#���� �����
#& ������ �� ���#���� ������
�
������� ����� � ��%��� 
���� 
����
�� #��#��! (�$
��� ����#����
����� ����	�
	 �����#
�� 
��� 
���� ��� �.���� ��& #����� �����
�&! 0
� ��#
���
#& � ����
���� ��
����� &��&*.�#& �������&�
������
���� #��#��! 1��� � �� &��&�
#& ����� ���	
������� 	��	�

�! )����#�� $
��� ��
���� ��#�� ���������& � �����	��� 
���� �������
���&� ���
������%���� ������
� ������� ������ ����*
 ��������
��* ������ ��
����� ������& �����* ����	 $
��� ���������&!
2 ������ �������
#& �����&

g(α) = f
(
x(0) − α grad f(M0)

)
.

�� ���� ���	
�� ��� ��������



��� ��� �� ����	
 ����������

��� ��	���
���� g(α) ��	 �����
���� ��	 �
 ����� �	����
	� �����
����� ��	 � ���� ��������� � 	�������	��� �������
��	� ������	��� ����� ��� ��� 	� ��	 ���� � 	�� ��  ���� � ��!
��� � � ������� "�	 ��� 	� ��������

0

y

x

M2

M
1

M0

grad f(M0)

���� ���� ��	
� ����
������
 �����
�

	�� �#$����� % 	����		� 	�� �& �
�	�� �������'� 	�������	�� �����
 � (� ��)�' ������	��* � �)�� 	�
��' �& � ��	����� ������ "�	 ���
� �� �� % ��� ����� ���� ����!�
��� ���
� #���  ���	$��������� �
������	�"�	 ��� �$&�������� ���	��
��� &���� �&� �

+������� &� �����	���	����	�

���&� �����
����  ������������
	��� �	���	$! 
���&	�  �������
�� �����
���� ��������	 � �� , ���
����� � ���	��	� ���� �� -�
�
	��� ����� � ��� &� 
���� 	��������
	�� �	���	� �����
���� ������
������ ������	�� ������ "�	 ����
����  � � ���	��	$� ���� �������� 	�  ���� ���� ���� �	�
�
  ���	��	$! 	�������	���
������������	
� �
��� ������
��
�� ��	��� � ���� ��� ��� ��	���

�	���� ��	� �
�
�
�� z=f(x, y) � ���
��� 
������
 
�� �
��
��
���
���
 ����
�����
 ���
����! �
��� ����"��#! ��� �����
� �	���� �
��
���	���


�����
�#�� � ����	���� � ���� ����
�.���������	� � ������	�	$!
�����! ���� ����!��� � 	�����  ��	�� ���	��

%����$!� � �& �� �  ��� ���������� ��	���� ������ "�	 ���
���� 	�������	��� ���
��	�� "�	 ��� � ���� 	�������	�' #��)��
���� � 	���� / ���
��	�� "�	 ��� ���	� 	��' � 	�������	�'  ����
����	�  ��	�� ���	�� 0��'�� �������� &� ������	� ������ "�	 ���
� 	�� �& � �����	�� �����	 	�������	�' �	���	� �����
����
	� ����$��)�� ����� �� �� ���� 	� ���! �����������	$! ����! ���
�
������ � �
���	 �����	�� ����	$! 	�������	��!�
$��
�	
� �����
�� ��� �	��
�� ������� �
���� ������
��
��

��	��� ��������# ��������! ��������� ��
������
��	 � ���� ��%
��� �
���� ������������� ��	����

� �� ������ 	 
����������

�� ����� ��	
��� �������� ������� ����	 
���
���	�����
������

�������� ���	������� ����� ������
� �� ��������� � ����	��

� ����������� ����
������� ������	���� ���� �������� ��� ����������
������� �� �	��� �� ����
 ���� ����
������� ����
 �� �����������
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� �
���
��������� �����
������
��� ��������
���	���� �� � �����	��
��������� �
	
� ����������� �������
���� � ��� 
�� �
��
�����! ���������" � �
������� ����� ����	
�� 	
�����

#�$���������	
 ������� � ���	�!$���%���� f(x1, x2, . . . , xn)&���� 
�
� '������" 	�� ������� ��(�� �
��� �������m � ���
�������� ���
���
D" (x1, x2, . . . , xn) ∈ D� )
���! �
	
�� �
������ �
	
��� � �����������
�������
��� �	���
�
������������ ��������
 '������

F (x, β) = f(x) +
1
β
ϕ(x), x = {x1, x2, . . . , xn}.

%�� ���� 	������������! *����	
�+ '�����! ϕ(x) �,����� �
��� �� 
�
���" ����, ��� β → 0 ������ �������
������� �
	
�� ���������� �
�����! ����	��� ���" �� ��
���� ����" ����, �� �������, ����
	
��-
minF (x, β) → m ��� β → 0�

.��
'�
� '������ ϕ(x) 	��(�
 ����,�
�� ���
�������" �����,� �
 
	
!��� ��� ����
����� �
	
�� �������
���� / �
�������" ���� ���!���
���
������� ���
������
 ��	
 hj(x1, x2, . . . , xn) � 0 *j = 1, 2, . . . , J+" �� �
�
������ ��
'��� ��(�� ����� '�����!" �����
�-

�+ �
��
 ���! �� ���� ����
� ������
����
 ����������
���" �	������� 
��!$�� �
	
��,� ���
�������� ���
������
�0

1+ ��������� � ������������� � ��� ����
�" � �����,� ��� ���
������

�� �,�����!����

2
��� ���
���" ��� �,�������� ���
������� ���
������'������ f(x)
� F (x, β) ���!� �	�� � ��� (� �������� 3��� ���� �, �	�� ���
������� ��
�,��������" �� �������
�����
� �����
� '������ F (x, β) �����
�� ����� 
����� ������ 	��
���" � �� ��
����� 	
���� �� �������
 '������ f(x)�
)������ ����
��" ��� ������!	���� ���
������� ���
������ �
�
�
����
4��
'5� 6��!	
 � ������ 4����	 ��
'�,� '������5�

2����� �
�������� ����
�" ���	
 � �
	
�� �������
��� �
	
�, ���
�� 
����� 	��� ����� & �
������
 � ���
������
-

gi(x) = 0,
hj(x) � 0,

i = 1, 2, . . . , I;
j = 1, 2, . . . , J ; x = {x1, x2, . . . , xn}. *7���+

/ ���� ����
� � �
������ �������
������� ������� '������" 	�� �� 
����� '������������ �
	
�
 ����������� �������
��� �� ���� n ������
������
�����" ������
!� '�����!

F (x, β) = f(x) +
1
β

{
I∑

i=1

g2
i (x) +

J∑
j=1

h2
j(x)

[
1 − signhj(x)

]}
, β > 0.

*7�18+

9	��� ����
 �
�
� ��
'�
� '������" ��� ��� �,�������� ������� *7���+
��
 ���
$
���� � ����� 3��� (� ��� ������� �
����, *�� �� gi(x) �= 0"
hj(x) < 0 � signhj(x) = −1+" �� ��
'�
� '������ ����(������
� 6�

��������
�� �������
������! ������! '�����! F (x, β) ��� �����" ���
����� �
��
!��� ������� *7���+�

���



��� ��� �� ����	
 ����������

��� ��	
� ������� ��������� β �� ��	���� D ������ F (x, β)
��	�� ����������� ������� �� ������ ����� �
�� 	��� ����� D� 	���
������ ��	���  ���� ���! ��	����� " ������ �	���� ������
 ���#
��! F (x, β) � f(x) �����$�%�� �����	��� $���	���	�
� �	�
 � &'�(�)
���
 �	%� *�	� ������ ������F (x, β) ���$���� ��D� �� ������
��	���! ������ f(x) 	���� �  �����D� ��� ���� ���� ��������� ��#
�	�$�����	����� βk → 0 ����%� ��� �����������%+�� ���	�$�����	�����
�������� ������F (x, βk) ��$�� ���������� � ������� ������ f(x)�
����� ����	��
 	����� �����	���� ��� ������� ������� f(x) � �����

��������� &'��,) ������� � ����������������� 	���� ��	�������� ����
��	���� ��� �������������� ������� &'�(�)
 ������� ������� �����
���� �������� � ��� �! ������� �����" #�� $��� �������� ��������
����� ������ �� β → 0"

-	 ����� ��.��� ��$��� ������������� � ��� ����������� � ��#
��	�������� ����$� .����
� �����! ���$����	� � �������� ��$�
� ���� '�,� " �������� ����$
� $�
� ���$���� ���	��� ����	�����

���� x∗� β� ε

���� ϕ(x∗) � ε

	
�
�
��
� �����



F (x, β) = f(x) +
1

β
ϕ(x)

�������
� x∗

����� ������ �����
� β

����� x∗

�
�� ���� 	���� ������� �����
!

�������� ���	�
� x∗={x∗1, x∗2, . . . , x∗n}�
������� ������ ��
���	
� β � ����
	�
�� ����� ����� ε > 0� ��
��	�
��
������ 	����	� 
����	�� �� ������
���� �	�
������� �
������ ��
������
�	�� ��	������� ������ x∗ ���	�
�
x� �
� �	�� � �����	�� �������� �
��
 ������ �
�����	�� 
�����	�	 �
��
�!����" �	�
����� /����� �������#
�� β ���$
! ��� ����.�%��� $� ���
���� ���� ������ .�����! ������
� ����� ���.� ��$��! ��	�! ��#
	���
� " ���� �	���� ����� x∗ $����#
���� �	���� �  ����� ��	���� D � �
�����$���! �������% ����
���� ��#
����	�
� ������ ������
� ����#

������� *�	� ����� ������� ���$���� ����� ��	���� D� �� �����
!
����	���� ��$�� ��	��� ����� ���	� ����� � .� �� �����	��� � $���
�	���� ϕ(x∗) = 0�

�� �������� 	
��
��
������� %� ��� �� �� ������������ 	��
��� �����	���� �� �� ������ ������� ����������� � ��������� ���
����� ������� � ���� �����������" &����� ��	����� ��������������
�� ��������������� �������� �������� ���	�
������
���
 �	���! ��
	����� �����	����
 � �������
 ������� ������� �������� ��������
�������� �������� ���������
 � ����������� 	���!��� � ���� ���
������ ��������� � ����������"

0��$����� &����������) ��������� ��$��� 	��!� � ��� �����#
������ �����	������� �	�$�%+�� �������1 �!�� ������ ������#



� �� ������ 	 
���������� ���

��� x1� x2� . . . � xn� ��	�
���

� ������	��
��	 ���	��� �������� �
�������

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm;

�����

� �����	�� ���	
���	�������� 	� ��

x1 � 0, x2 � 0, . . . , xn � 0; �����

� � ��!�"����	 �������#�� $��"���� �������� ������� %������

f(x1, x2, . . . , xn) = c0 + c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn. �����

&����� 
�#���� ���	��� �
������� ������ ������	��
��'�� ���	���
��
�����	� ������ ��$����	�� ��������	� 
������� (�!��	���� 
�#�)
���� ��	�
�� ������$�
��	 ������� %������ ������ ��$����	�� �����
����	� 
�������

*�����	
�� !
���
 $���"� �������+� !
�+
����
������ �	
���!�
	)
��� $���"��

, - �� � 
� .�	� �$� � ���/����	 	
� ���'��� ��+�$���� !
�"�� 	���

���	�����	�� � ��+�$��� �$ ���� !�������'���  �$� 0�/�� �!����
���	�
!�
���$�� 	��� "	� � �� � '�� �	�����	�  ��� ������������

1������ �������� ������� 2/������� ����$�	�� � !�
���  �$� 12 	
	���
�� �� �	�
�� 15 	� ,
� 3	�� $���$�	�� � !�
��� ��+�$�� 8 	� �� �	�)

�� 9 	� � 	
�	�� 10 	� 4	�����	� !�
���$�� 1 	 	���
� �� 
� ��� �  �$ �
��+�$��� ���	�� ������'�� 	� ������

����
�������

�	
�� ���
� �
	��

�	
��� 8 11 9

���
�� 10 7 12

* �# � � � �� 5 �$��"�� "�
�$ x1� x2� x3 ����"��	�� 	���
�� ��	�
��
��/�� ���	���	� � !�
���  �$� ���	��	�	����� � !�
���� �	�
�� � 	
�	��
��+�$���� � "�
�$ x4� x5� x6 ����"��	�� 	���
�� ��	�
�� ��/�� ���	�)
��	� �� �	�
��  �$� � 	� /� ��+�$���� 6	� $��"���� � ���	��	�	��� �
��������� ������� ���/�� ������	��
�	� ������'�� ���������

x1 + x2 + x3 = 12,
x4 + x5 + x6 = 15,

x1 + x4 = 8,
x2 + x5 = 9,
x3 + x6 = 10.

����7



��� ��� �� ����	
 ����������

������ 	�
 ��
����� ���� ������ �����
�� ��������� ���
�
� �������
������	�� ������ � ������  ������ �
�� 
 �� �����	�� � �������
�� �� �
���� ���
�
 � �
 	�� �
!
��"
# 	
���� ������ ��
����� �� �� 	��
��� ������ ���
������

xi � 0, i = 1, 2, . . . , 6, $%"�&'

�����
� ���
�
��� ��� ���
� ���
��� � �
!
���� �
 �
�� �� ��������"
(�)
� �������� ��������� � ������ ����	����� � �
��*� �
�*����
���
���� +�������

f = 8x1 + 11x2 + 9x3 + 10x4 + 7x5 + 12x6. $%"�%'

����� ����	��
 �� ����� � �������� 	����� ��������� ��������
���������� ����� ����������� 	������� ��������� ���������� xi �i =
= 1, 2, . . . , 6�
 ������������ �� �!������ $%"�,'
 $%"�&' � ������	�����
 �� �� �� !�����!�� ������	�� $%"�%'"
-� 
�
��
 ������ ��
����� $%"�,' ���	���� ��� ������ ������ ������

��
����� �������� ���
������ 
 �����	��� �� �� ������� � ��
$����� ��� ��� �����!�  �����!� ��
�����  ����
�� � ���� ���.
�� ������!�  ��������!� ��
�����'" ������� +
������ ���� ������

x1 + x2 + x3 = 12,
x4 + x5 + x6 = 15,

x1 + x4 = 8,
x2 + x5 = 9.

/��� ���������� �
 	�
 ����0� ���
 ��
������ ������� ���
��
����� x1  x2 ��� ���
����� ����������" ������

x3 = 12 − x1 − x2,

x4 = 8 − x1,

x5 = 9 − x2,

x6 = x1 + x2 − 2.

$%"�1'

��������� � ���������� � $%"�&' ��� ��������� �
�
����� 	�� ��
���� �����*
������� �� � ������ $%"�1' ������ ���	��)�� ������
���
������2

x1 � 0, x2 � 0,
12 − x1 − x2 � 0,

8 − x1 � 0, 9 − x2 � 0,
x1 + x2 − 2 � 0.

$%"��'

3� ���
������
 �� �� �
��
�� � ����� ����
����� �	�2

0 � x1 � 8, 0 � x2 � 9, 2 � x1 + x2 � 12. $%"�4'
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	��� ����	� �����
�
	������ �����	� ���	 ���� �����
	��� ������	� ��������� �����
��
x1 	 x2 ����� ���
	 ��
	������� �	�	�	�	�!"	� #�����! $��%#	! f �
&����� '(�)(* ��� ��� � ���
�� ���
�����	� '(�)+* �	�	���
 �	�

f = 227 + x1 + 7x2. '(��,*

-
�!�� ������
 �
� �
�	���
� �������% ��
�
 � ����	���	�� ������
�	� x1 x2. ��/
��� ����� ���
� 	� ��	�����	� �����
	��� ������	��
0 ���
��
�
�		 � '(�)1* x1 + x2 � 2. �	��� x1 + x2 = 2� 2�%�!��� ��	�
	� �����
�� ���	�� x2 �����	� x2 = 2 − x1� 3�4��

f = 241 − 6x1.
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� �
�����
 ��������� ����
 ����������	 ���� �����
���� x1 �����
 ��������� �������� � ������ ���������� �����������
�x1 + x2 � 2�� ����� ��
����� � ����
 �������� x1 = 2� ����� x2 = 0	
� ��
����� � �������� ��
��� � �����
� � ������
��� ��!�� ���
�
�� "������� '(�)+*# x3 = 10	 x4 = 6	 x5 = 9	 x6 = 0� $ %
�� ������ ���
�������� ��&�� �
�����
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� ����� ���������	

a0 + a1x1 + a2x2 � 0 '(���*
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�4� �
��� ������	
� %�%�� 	� ���� �����
����%��
�� ���
��
�
���
 /
��� �������
�� ����� �	���
	 �4� % �	��
x2 � kx1 + b 	�	 x2 � kx1 + b� 3�4�� 	�%���� ��������%��
� � �����
������ ���������� ���� ����� a0 + a1x1 + a2x2 = 0 �� �
��� 5
�	�� ���� 6��	 a2 = 0 
� �������
�� '(���* 	���
 �	� a0 + a1x1 � 0. �
/
�� ������ �����	� �	�� x � h 5 ����! ��������%��
� �	�� x � h 5
����! ��������%��
��
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� �	�� ����� ����� ������	 ���	
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�����
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���� ������� G �
������ ������ ������� ���������� 	
����
�������� ��������! ��� ������������ ��� �� ��"�� ����� ��������
��������! #������ ����������$�� ������ �
�����

%� ��� ���� �������� ������� �
����G1 � ��������� �
����G2� &
�
����G1 ��� �� ������������ ��"��A1 �B1 ����� �������� ��������!

A1

G1

B1

A2 G2

B2
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1l

���� ����� ��	
��� �G1� � ����	
��� �G2� ������

�� ��"�� ������'� ����������� �
����G1� & �
����G2 ����� ��
����
����� ��� �� ��"�� A2 � B2! "�� �� �� ��"�� ������� A2B2 �����������
�
���� G2�

���	��� �	���� �������� �� �� ! ������ �����  �
����( �� ����)
��� ���� ���� �
$�( ��"��! ��� *��� � �
���� ���������� �� ����
������ �� *��� �� ����

%� ��� ���� �������� ��� ������� �� ��� l1 � l2! �� �� � ������ ��"��
������� �� ��� ���+�� � ������������ "���� ������� ���'��'�������
� "���� ���� �� �'� ������

,����'�"�� ����� ���� '�������"���( ����������#�( �����
���������  ���� ������������ & *��� ��"�� ������ ���������� ���)
����� ��������������! � � ����� - �����"���� �������������!
�� �� ���'�'������! ������� ����� �
������ ������� ���������� .���
������ ������� ���+���� "���� �������! ��
�� ��� '���� ���'�'������
�
�����

	������ � �� ��������+ ��� �� +! �������� �
��
�	�
���
�
��� ������ ����"� �������'� ���'����������� � /��� ������ �����)
�� #����� 0���#� f = c0 + c1x1 + c2x2 ���+ ���������+ ���������+!
� ����� �������� ������� ����� �������+ ���������! ������($�+
�
���� ������� G� 1��
��� ���� ��������+ ������� (x1, x2) ∈ G
����� �����! ��� ������� ������� #����� 0���#� f ��������� ���)
������� ���"�����

/������ 0���#�( f ������ ���������� ���� ����� ���"���( C2 f=
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=c0 + c1x1 + c2x2 =C� ��� �	
��	� �����
���� � ����
� ������� �������
�������� ��
�	�	�

c0 + c1x1 + c2x2 = C. � �!"#

$� �
�
����%	�� ����	��� &��� ������ � ����'���%	�� 	
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���	
������
 	���
� n = {c1, c2} �	��	
� (�	�)� f *���� ����
��
�%� 
 ��
����	��� ������ � ����������'	�� 	
��
���	 + �*,�
�%�

-��������%	�� ����% �� �
�
����%	�� ����	��� ����
 (x∗1, x∗2)� ���
	
���'
�
� ������ � �!"#� �������� � ����� (x∗1 + Δx1, x

∗
2 + Δx2)� ���

	
���'
��� 	���� ������� �� �� �
�
����%	,� ����	�� ���������� �
	
��
���	 ������
 Δx = {Δx1,Δx2}� .���
 ��
�	�	� 	���� ������
*���� ���% ��

c0 + c1x1 + c2x2 = C + c1Δx1 + c2Δx2,
������%��

c0 + c1x1 + c2x2 =

= C1 =c0 + c1(x∗1 + Δx1) + c2(x∗2 + Δx2) = C + c1Δx1 + c2Δx2.

/�� ������Δx ��	
��
���	 � �������� n� �� n ·Δx = c1Δx1 +c2Δx2 > 0
 C1 > C� 
 ��� 	
��
���	 ����������'	�� �� C1 < C�
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�� �
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��%� �������,� ��0�	� G � 	�������� �� ���0	�� �� &���
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��	� )������ (�	�) �
�	� C1�  ����
� ��
	����� ����	��� .���
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������� !��� ������ ������ ������" $�
&��� ��������	� ��'�� *,�% � ��	�� �����
�� ���0	� �	�������%	�
# �*� � *����	���
	�� �	�'����� ����� �	
 ��*�� �	�������%	�
�
#� 1 ������	�� ����
� ������ *����	��	��
�	�'����� ����
�%	,� ��0�	��

1 �
�����	� ���	���� � �
�������		�� �
	�� ��
	�����	�� �
�
��
���� �� "#� 2
 ���  ��" ��*�
'�	 �	�������%	� ABCDEF �������,�
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��������� ��
���
 ������ ������ l1 ����������� ��������� ��
 !� ���
f=229
 "���A ����������� ���	 ����	 � ��#�#�$���� ������	
%��� ������� &����	 '���&��


(�� %��$��	��� ��������$�� ������� )�	 ����	 ����� �*�� ��
����$ � ����D ������ ������ l2� � ������$��������&����	'���&��


�� ������	
������ +����������	 #�����������	 ���% �������
,�%�� ����	�# ��#����������� %������ ���� � ��#��%�� %�� ����
��� %��� � %�*� ���� ����������
 -�� .�$��# ����� ���������� ������
����� #����������# ���%� ��������� ���,�*���


(���%�� �� ��%���� �� ������$��� ,������� &����	 '���&�� %�
���#����� �� #����&� .����� %�������� ������	
 ()��� � ������ n
���,������� �n > 3� �*� ������$ n������	 ��##������ ������	�
��	�� �# ������� � ��������$ ,������� &����	 '���&�� � )��� �����

/�����$��� ���%���������� ,������	�*�������$ ,� ������ � ���
%����� ����������0�	 �������1 ,� ������$��� ,������� ��������
���������


�%��� ������� ,�%��� ����	�# ��#����������� �� ��� �����
��� �*�� ���,��$�� �� �����	 �,#��%
 2�*���$ ����� � ��� ��
�������� �������� ��������� � ����$��� ,�%���� ��.��� � )���
��������� �*�� %���#��$ ���� � %�*� �����
 (�� )�� ���� ������
��##������� G �*�� .��$ �����$� .�$���� �� ����.� ������ �
���������� � ��� ,������	 &����	 '���&�� �����%�� � ����� .3���
���������	� ����	 ����������� ���,�*� ��0������$ � ������� ���
,���# ������� %�*� � ��0$� ���$�����


����� �� ���	�	
� �	�
	����� �������
�	 ������ �	�	���� �������
������ � �	����	 ������� ���	� 	�������� �
����� ������� ���	�!

��������	� ��,������� �����	��	 �������	 ��##������ ��� %���
�� ����� �,������	
 4 ��������� ��� n = 2 1 ���,��$��	 ����#�$�
���� n = 3 1 ���,��$��	 �����)%�


5%�� ��������
���	� ����� � ���%��0��
 (����� � �������� ���
���$�# ���.��*���� ��%����� �����	 ������� ��##������� %�
�������� ������	 � ��	%�� ��� ��.��� ���%�0�� �, )�	 �������

-��#����� �%�$ �# ��.��� � ����� ����	��� &������ '���&�� �.��
����
 (���%�� � ���� �������� ���%�� ��� ���%�0�� �, ��� ��.���
%��#����� � %��� �, ��� � �
 %
 4 ��&� ��&� �� ���%�� � �����
�������� %��*���� �, ���	 �%�$ ��.# ��.�� �����%�� � �,������
��� &����	 '���&��
 2��%�����$�� ������� %���#���� � ��%�����
)�	 ����%��	 ������� ����������� � �������� ������$��� ,������	
��������������� �������� ���������


�������� �� �����$�� f1����	���'���&��� ���##������ ������
��	� %����	 ����������$��	 ��&��� ��%���� � ������� ,�%���� ������
,� ������ ���� ��#� k
 4 %���� ������ �� ���� ���%�� n� �
 �
 ,���
�����$� ���$�� ����� ��#� � ���%� ����# ����.�� ������� #%� k
�*�� .��$ ���%�� 2n
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�� ����� ���� ��������
��� ���	��� �������� ��������� x1�
x2� . . . � xn� ������ ������������ 
������ �
��� �������

f = c0 + c1x1 + c2x2 + . . .+ cnxn. ������

	
� ������ ��
�������� � ���� ������� �������� �
������

a11x1 + a12x2 + . . . + a1nxn = b1,

a21x1 + a22x2 + . . . + a2nxn = b2,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

am1x1 + am2x2 + . . . + amnxn = bm.
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������� ���� ��
������! �� �� ��"�� 	
�#
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����% � 
������ 	���� �������� ��	�������%��� ����
�&���%���
	�
�������!  ���
�� ����'��� ���������	
� (	
���
! ���� �� ���
��
��
������� a1x1 + a2x2 + . . . + anxn � b! ��"�� ����� ������ ����'
	�
������' xn+1 � 0! � �'! ��� 	���� �� 	
�$������  ����� ���� ��#
���� ��
������ 	������ 
������� a1x1 +a2x2 + . . .+anxn +xn+1 = b�
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�
	�!
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������ ������� ���
	
�����
������� -���! ��� 	
� ,��� 	
��	���"����� ����� �
������ m
���%.� ���� 	�
������� n! 	�� ��% � 	
� m = n ������ ������ �����
������������ 
�.����! ��� �� �'��� ��� �' �	�����&�'/ 	
�m > n ��
��	����'��� �������� ��.� 	
��	���"�����

*�
��� 	�
��� m 	�
������� x1! x2! . . . ! xm ��
�� ����%��� � 	�#
��0%' �
������ ������1

x1 = p1 + q1, m+1xm+1 + q1, m+2xm+2 + . . .+ q1nxn,

x2 = p2 + q2, m+1xm+1 + q2, m+2xm+2 + . . .+ q2nxn,

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xm = pm + qm, m+1xm+1 + qm, m+2xm+2 + . . .+ qmnxn.

����2�

3���% pi � 0 �i = 1, 2, . . .m�! 	�� ��% � 	
� xm+1 = xm+2 = . . . = xn =
= 0 �� ����2� �������! ��� xi = pi! �� xi � 0�

4�
������� x1! x2! . . . ! xm ����'��� ��
���	
!  �� ��
 {x1,
x2, . . . , xm} 5 ��
��	! xm+1! xm+2! . . . ! xn 5 ��������� 	�
��������

+�	��%��� ������.���� ����2�! ��"�� ��
���% �������'&�����'6�� #
&�' ������ ��
�� ���$����� 	�
�������1

f = d0 + dm+1xm+1 + dm+2xm+2 + . . .+ dnxn. ������
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x1 = p1, . . . , xm = pm, xm+1 = 0, . . . , xn = 0. 
����

��� ���	 ������� ������� 
���� �����	��� �������� f (0) = d0�
������� �� �� ���� ��!��� "�	����"#	���!�	 ��"��!���"� �� ��! ���#

���$ ����%��%&�'"� � ��	$ ��� �� �!��(� �� ���� ��)�� ������� � !��(�	�
" ����	 �"�����	$ ���*+ ������� ������� �� �����"����� ,�� !�"��(���"�
�+*���	 ����(� *���"� � �������� "��*�!�+' ����	���+'�
-+�"��	$ ������"� �� ������� �� ���� 
���� ����	����+	� ��� ���(�

�������	$ 	�)�� �� �	��� ��� "������"���%&�� ���	� �� ���% ��������
������� ������� f = d0 ��� ��	������ ��)!�� "��*�!��� ����	������
��"������ xi � 0$ �� 	+ 	�)�	 �� � ����������� �' ��������� ."��
�����������+ dm+1$ . . . $ dn � ���	��� 
���� �������������+$ �� ��� ���#
������� �%*�� "��*�!��� ����	����� xm+1$ . . . $ xn ������� ������� ��
	�)�� �	��� ���"�� - ���	 "����� �� ���� 
���� ���)��"� ����	����+	�
��"�� ������ "��!� ������������� ���	��+ 
���� '��� *+ �!�� ����#

�������+�$ �����	�� dm+1 < 0� ,�� ��������$ ��� ��� ���������� ����#
	����� xm+1 !� ��������(� �������� x

(1)
m+1 ������� ������� �	��� ���"�

�� "�������% "� ��������	 d0$ "������"���%&�	 �� ���% 
����� �����	�
� ����"��� ����(� ������(� �+*�����"� �� ���� ��� "��!�%&�' ��������'
"��*�!�+' ����	�����/

xm+1 = x
(1)
m+1, xm+2 = 0, . . . , xn = 0.

��� ���	 *���"�+� ����	���+�$ �+��"���	+� �� ���	���	 
��0�$ ����+

xi = pi + qi, m+1x
(1)
m+1, i = 1, 2, . . . ,m. 
����

-+�"��	 ������$ ��� �+*���� x
(1)
m+1� ."�� �"� �����������+ qi, m+1

�������������+$ ��xm+1 	�)�� ����������� ���(���������1 � ���	 "�����
�� "�&�"����� ����	�����(� �� ���� ��!���� 2!���� �� �������� �����
"�����$ ��� �������$ �� �"�����%�"�� 2*+��� "��!� ������������� qi, m+1

�	�%�"� �����������+�$ � ��� ������ �� "�*�� �(���� "!����� �������+�

����	���+� xi � 
���� �����������+	� ��#�� *��� �(� �������� x
(1)
m+1�

3��!���������$ ����	����% xm+1 	�)�� ����������� �� � !� ��' ���$
���� *���"�+� ����	���+� �"��%�"� �������������+	�� ,�� � ������"�

�"�����	 �+*��� �������� x
(1)
m+1� .(� 	�)�� ����"��� � ��!�

pi + qi, m+1x
(1)
m+1 � 0, i = 1, 2, . . . ,m. 
��4�

3��!� �"�' �����������+' ������������� qi, m+1 ���!�	 �����$ !��
������(� ���� ���� pi/qi, m+1 ������"� ���	��� �	 �� 	�!��%� ��"��
��� ���	��� qj, m+1� 2*������	 �(� �������� ����� Q$ � "������"���%&��
�	� �������� pj ����� P � 5�(!� �� 
��4� ������	 	��"�	����� ���	�)���



� �� ������ 	 
���������� ���

������	� 
�������� xm+1 �� ����� ���� 
�	�	���		� x
(1)
m+1 = −P/Q

�P > 0� Q < 0�� 	 ��� 
��� �����	� ��
	��� � �	��

xi = pi − P

Q
qi, m+1, i = 1, . . . , j − 1, j + 1, . . . ,m,

xj = 0, xm+1 = −P
Q
, xm+2 = 0, . . . , xn = 0.

������

���� �������  !�"�	� 
�	 #�	$ ������	�$ 
��"��%$ 
�������� �����

f (1) = d0 − dm+1
P

Q
.

&�!����� ������	������� !�"�		 f (1)���'��
���%�!(��� 
)"�'*
"! � �����  ��!�� ���� ���� 
���� ��)�	 +�'�� �!�� �dm+1 < 0�
P > 0� Q < 0��

�� #�� ��"���	����)� 
���%� ��� 
�	�	���		� ,�
��' �!-� )�����'
���� ���� 	)
�'�!� �����	��!. 
����!�!� /�� #�� ��+$�	� �%*
+���' ��%� +��	)� 
�	�	��� � "���)��� +��	)�%$ 
�������%$ 
�������%
x1� . . . � xj−1� xj+1� . . . � xm+1� &�������%� xj � xm+2� . . . � xn� 
�	�	��.*
(	� �!���%� ������	�� +!�!� �����')� )�+��%�	� &)�� ���� ����
�% �	+ ������ ��%� 
�	���'�%� ������	� 
�������%$ 	 )����)�*

�!.(�� 	� ������	� ������  !�"�		 f (2)<f (1)� �	+ 
"�-��� �� ����*
�	� ������ ������)� 
�	���'�%�� 0 �.+� )�!��� 
)�� "����� �	)��
���� �% 
�	��� " 
�	���'��! �����	.� 1(� ��� 
����"���� �� �
��	�	� � ����� 
���+�� )	�
��")*���� ���� ���-�)�' ��)�	 
	)"
������
�������� !���'��� �� "�-�� ���� ������	� ������  !�"�		�

0 "���)��� 
�	����� 	��.)��	�!.(�� )	�
��")*����� ��))���	�
�����! + 	)
�'����		 ��)!�)��

�� ������ � �	
��
��� 0 ��)
��-��		 +�	���% 	��.�)� )���!.(	�
��)!�)%� 300 "� �������� 100 �2 )��"��� 160 ����*�� ������"*��)�� ��+*
��� ������	� 2�	���� 
�!��� 	�������' ��� ��	������	� 	����	�� 3
	 2� 4��� ��� 	����	� 3 1 �%)� ��� ��� �� 	�������	� ��+$�	� 4 "�
�������� 2 �2 )��"�� 	 2 ����*�� ��+��� ������	� 4��� ��� 	����	� 2
1.2 �%)� ��� ��� �� 	�������	� ��+$�	� 5 "� �������� 1 �2 )��"��
	 3 ����*�� ��+��� ������	� ,��+!��)� ��" )
���	����' +5�� �%
!)"�

��!"�		� ��+% �� )�	�)�' +%�� ��")	���'���

6������ ) ��!�	�!�� �����! �������	��)"	� 7+����	� ����� x1 	
x2 "�	��)�� 	����	� 3 	 2� "��� ��+$�	� ��
���	����' ��� ��
#� 	)"�%� ���	�	�%�� 8��.(	�)� ��)!�)% )%�'� 	 ��+��� ������	
�����	� � �	�� ����	���	�*�������)���

4x1 + 5x2 � 300,
2x1 + x2 � 100,
2x1 + 3x2 � 160.

������

&���� )�	�)�' ��
���	������ " 
�	���)��! 
��!"�		 �%��-���)�



��� ��� �� ����	
 ����������

�����	�


f = x1 + 1.2x2. �����

����� �������� �� ����� ������ 	���
���� ��������������� � ��!�"
�� #�#!��! � ������	���� ��!���	$��% �������
 �����!��% ������!"
��� x1� x2  �	 &'�%# (�	��� ���!��(�!�	$������#	���� ����	�!��� &"
'�% 	���
��� �������#!��� ����� � ��&'�% ���#���	$��� ��������
	���
��
 (�	���
 ����(�� �����

��� �����	
������� ������ � ��
����� ����������� �����
��	
	�
���� ����� ����� ��� ��������� � � 	������� ��� 	�� ������
���
����� ����� ������ ����� ���� ������ � ���������� �	��� ������
�� ����
���
�� ������� x3� x4� x5 �� ��
������	 �!��������
�������� ������ "�� #��� �������� #�� �������� ������� �����
��� � ������
��� � 
���� ������ ��������� ����� ���������
������$�
��� � ��������� %�!�� �!������� ����	� ���

4x1 + 5x2 + x3 = 300,
2x1 + x2 + x4 = 100,
2x1 + 3x2 + x5 = 160.

���)�

"�� #��� �������� ��� x3 � 0� x4 � 0� x5 � 0� &������� ��� ����
���� ����
���
�� �������� � ���
��
� � ��� '�
���� �	��
'�� ������ ������� ������� ��
��� �� ���������� x1� x2� (��������� x3�
x4� x5 �	�	� 	�������� ������� ���	����� � ����
������� � ���������
����� *��#$ �� ����� ������ ���#�����(��� ! � ��%�+���� ���#�����
(�	���
 ����(�� ,#	� ����(�& ����� �� !$ #� ������ ����# � ���� !$
(�	���& ����(�& � ����

F = −x1 − 1.2x2. �����

!� ��	���� ������ ��������(�� �	 -!�
 (�	���
 ����(��
.����� ���������� x3� x4� x5 � ����#!�� ����#��% � ������� �% �����

#�������� ���������� x1� x2 �� ��������
 ���)� .�	����

x3 = 300 − 4x1 − 5x2,

x4 = 100 − 2x1 − x2,

x5 = 160 − 2x1 − 3x2.

���/�

0 ����#!�� �������� ��1��� ���$��� !����� ��!���� #��!��!#!���! ��"
	���� ������� � #�������% ������!���2

x
(0)
1 = 0, x

(0)
2 = 0, x

(0)
3 = 300, x

(0)
4 = 100, x

(0)
5 = 160.

3!��� ��1���& #��!��!#!���! ��	���� �������� (�	���
 ����(�� �����2

F (0) = 0. �����

4##	��� ��	������� ��1����� �!������� �!� ��� ��  �	 �!# ��!���	$"
���� ��#��	$�� �������� (�	���
 ����(�� ����� ��+�! ��!$ ����$1���
�� #�������& # ����� ��!�� ���	����� #�������% ������!���



� �� ������ 	 
���������� ���

������� x2 = 0 � 	
��� 
�������� ��������
� x1 �� ��� ���� ����
	������� ���������� �������� ��������������� �� � �!"# ����
��� ��� x1

����� 
������� �� �������� x1 = 50� ��������
 ��� 	���$�� �%� �����&
��� ���������� x4 ������ ����'�������( �����$���� 100/(−2) �������
�������$�� �� ���
�� ����� ����$���( 300/(−4)� 100/(−2)� 160/(−2)#�

)���� �	������ ����%�� x1 = 50� x2 = 0� ���
���� ���� �������
��$���� ��������� ���������� x3� x4� x5 ��(��� �� *���
��� � �!"##+

x
(1)
1 = 50, x

(1)
2 = 0, x

(1)
3 = 100, x

(1)
4 = 0, x

(1)
5 = 60. � �!,#

-������� '����( *
��'�� � �!!# ��� .��� 	
��� ����

F (1) = −50. � �!/#

0��� ��$���� � �!,#� ������������� �
�$�� ��������
 �������� '����(
*
��'�� 
����$����� �� �������� � � �! #�

1���
�2�( $�% ������ � �	��� ���%� 	������ ������ ���
����
����������  � �!,# x1� x3� x5  ������� 	�������� � �
���� �������&
��� x2� x4  ������� ��	������ �� ������� � �!3# ��(���

x1 = 50 − 0.5x2 − 0.5x4,

x3 = 100 − 3x2 + 2x4,

x5 = 60 − 2x2 + x4.

� �!�#

4�������� ��� '����( *
��'�( � �!!# ����$�� ����� ��	����� �������&
��� ������ x1 � ����2�� � �!�#� ���
���

F = −50 − 0.7x2 + 0.5x4. � �"5#

6����� ����
��� ��� �������� '����( *
��'�� �� �������� � � �!/#
����� 
����$��� �� ���� 
�������� x2 ��������
 ��.**�'���� ��� .��(
���������(  � �"5# ����'�������(� ��� .��� 
�������� x4 �����
���&
��� ��������
 .�� ������ 	� � ���������� '����( *
��'��7 ��.���

������� x4 = 0�

8����������� �������� ���������( x2 ������������ ������$����&
�� � �!�#� 9������ ��� �
���%� �������� �����%��� ���������� x5

��� x2 = 30� :�����($�� 
�������� x2 ��.���
 ���������� 1����&
�������� ���
���� ���� ������� ��$����� ��������
�2�� �������&
�� x2 = 30� x4 = 0 � ������������ ������$������ � �!�#+

x
(2)
1 = 35, x

(2)
2 = 30, x

(2)
3 = 10, x

(2)
4 = 0, x

(2)
5 = 0. � �"�#

��� .��� �������� '����( *
��'�� � �"5# ����

F (2) = −71.
�������� ��� ���
������ ��$���� ������� ������������ :�� ���&

������ ����
�2�%� $�%� ���
���� ����������  � �"�#� �� �� x1� x2�
x3� �
��� �������  ������� 	�������� � �
���� ���������� x4� x5 ;
 ������� ��	����� ����������� 4 .��� ��
��� '���
� *
��'�� �����
��������  ���

F = −71 + 0.15x4 + 0.35x5.



��� ��� �� ����	
 ����������

��������� ���		
�
��� ��
 x4� x5 �����
������� �� ��
 ����
�
��

 ��
� ���������� ������� 	���
� ����������� �������������
�

������ ����
� ������� 	���

 Fmin = −71 ������������� ��
����� ����
�� ���������� x4� x5� 
 �������� �� �
� ��������
���
�������

����� 	
���	� 	���� �� �	���������� ������ 	
 ���	���	����� ���
����	� ���������� ��� �	������� ����������	� �������	� ��	��	���
��	������ ��� ������ ! �������! ��	
!	���	 ��������	���� ��"	�	����
��� ������� # � �	�������� 35 $��� � ������� % � �	�������� 30 $���&
'�������� ��	��	��� ��	������ ����� 71 � �& �& (�� )�	� ��� ������ 
������ � ��
	��"	 ������� 
���� ���	���	���  � ������� 	�������� 10 �"&

���������	


� ���������	
 �� ��	����� ������ y = (x − 5)ex�

�� ���	� ������
��� � ������
��� �������� ������ y = x
√

1 − x2 � ���
���	� �� ������������

� ����
� � ���!�� "��� ���	���	� ρ � �����	���� ������	 k � "������ �	���
���������	�� ��������

Q = ρv

(
1 − v2

v2
max

)1/(k−1)

.

#�� ��� �����	� v ���!�� "��� ����	 �������
� �$
�� %�����	
 ��"���	� ����������� ������
��"� �������� ������ �� �	���� �

����&
� ��	��� ��&�"� ������
�� ����������	����	
 ��"���	� ���� ��&�� ������ ��	�� ���	����"� �������

��'����"� ��	������ ��������������	��
�� �����
��� ��	�� ����	�"� �������( ���	� �� �	���� [0, 3] ������
��� ������

��� ������

f(x) =

{
x2 − 2x + 2, 0 � x � 2,

x2/(2x − 1), x > 2.

�� )���	� ���������� ��� � ��'��	�� ��������

A =
l3

2EI

(
4

3
X2 − XY +

1

3
Y 2 +

1

3
PX − 1

4
PY +

1

10
P 2

)
,

"�� P * ��"����( X � Y * "������	��
��� � ���	���
��� ������ ����
� ( l * �����( E * �����
 ����"��	�( I * �����	 �������� #�� ��!
��������!X ( Y ����	� ����	 �������
���$

�� %�����	
 ��"���	� ������� ������ ���������� ��	�������� ��	���� �
��
	����

�∗� #�����	� ������ ��"����� ������ ���! �������� !( ��� �	���� ��	��
���������	��"� ����� �� �����	��  	��� �������� �	�� �������


�� %�����	
 ��"���	� ������� ������ ���"������� ��	�������� ��	���� ����
�������"� ������



� +����	�����	
 ������������� �	�� ����	
� 200 � 	��� �������( �	�� 
�� �"� ��"�	������� � �� �����!������� � ��'�� ���
�� ��	�������



���������	 ���

��� ��������� 	
����� 	����������� ��������� �����������
�� x � 0 y � 0 2x + y � 4�

� x − y � 0 x � 9 x + 3y � 6�

��� ���������	���� ������� f = 12x1 + 4x2 ��� ������� 	��������� x1 +
+ x2 � 2 x1 � 0.5 x2 � 4 x1 − x2 � 0�

��� !�����" ��� ������ � ������� #$������	 ���	����" � ����	�	 ������ 60 �
����" �	 ��	�	�	 80 �� %���� ���	�������" ����" ���	���� ������ ���&
�� ���	� �	������ ��	 50 � ��	�	 90 �� ��$�	 	������	���� 	����������
'���
	��� ��(����� �)��� �����	�	� ���� �������	 ��	 �	������ 1 � ����"
� ����	�	 ������ �� ����� ���	� ��	�� 7 �� � ����	�	 ������ �� ��	�	 
���	� * 9 �� �	 ��	�	�	 ������ �� ����� ���	� * 10 �� �	 ��	�	�	 ������
�� ��	�	 ���	� * 8 +�

��
∗
� ,������� ���	���� ��(���" ������ ���� �	�	 ��	�������	����" �������� -
���	�	��

�� ���� ���	
�� ��� ��������
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��� ��������

%����� ��� �$	������ ������ ��#���� �����������
���� �������� 
�������� ��������� 	������ �� ���	� �����������
���� �������� � 
�	�$����	�� �� ������� ������$��	� ��� ��
����#�� ��
�������

! ���	���	�� �� ��	
� �����	���� ���������� �����������
����
�������� ��
��	� �� �� 	�&�	����� ���
����� ���������' �$�������
��� �����������
���� �������� 	������&�� ���� �����	���� �����
������ � �������� 	 ��	����� ����������� 	������&�� ��	��
���
�����	���� ����������� (����� �
�� ��	�&��� ������� ��#���� �$���
������� �����������
���� ���������

�����������	
 �
������
�����	
 ������
�	
 �������	� �����
�������� ������� 	������� ���� �
� ��	��
��� ���������� �� �	�����
������� y = y(x)� �� ����� ����	���  ���

F (x, y, y′, . . . , y(n)) = 0, )*�+,

��� x - �����	���� �����������
.���	#�� ������� n ����&��  �������� )*�+, ���������� ���

�����	� ������	 �
������
������� ������
�� ! ��	���	�� ����#��
�������� ������ � ������ �������'

F (x, y, y′) = 0, F (x, y, y′, y′′) = 0.

! ���� 	
���� �� �$&�� ����	� �����������
����� �������� )*�+,
�����	� ������� 	���#�� ����������  ���� ���� .������� 

y′ = f(x, y), )*�/,

y′′ = f(x, y, y′).
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�������� ���������������� ���������� ��
������� ���������� 	�

������ ������	��� ������� ������� � �� ������������ ���������
y′ − x2y = sin x� 	������� ��������� ������� ��������

�������� �����
��������	�	 �
������� ����� ���������� ������ n 
��
�����
����
����� ������� y = ϕ(x)� �	�	
�� 	��� �� 	�����	��� �
�
������� 
��
� ��� ��	 � �	!�����	�

����� ������� 	"���	����	�	 �����
��������	�	 �
������� n#�	 	#

���� ����� �	��
!�� n 
	���	����$ 	��	����$ C1� C2� . . . � Cn%

y = ϕ(x,C1, C2, . . . , Cn), ���&�

��� ���&� ��	���� �������� ��������� ����� ��� 	� �� ���!����� C1�
C2� . . . � Cn� � 	� �� ������� ��������� ����� ��"�� ��������� � ��

�� ���&� ��� �������� C1� C2� . . . � Cn�

������ ������� �����
��������	�	 �
������� 	��'����� �� 	" ��	�
���� 
	���	����� 	��	����� 
����� 	
��������� ���'�����
(�� �
������� �
�	�	 	
���� 	" �� 
�)���� ������� 	� 	��	* 
	#

���	���	* 	��	���	*%

y = ϕ(x,C). ���+�

,��� 	��	����� 
������� 	
�������	� ���'����C = C0� �	 	��'�����
'����	� 
�)����

y = ϕ(x,C0).
(���� ��	���
�'����- ����

�����- �����
��������	�	 �
�������

�
�	�	 	
���� ���.�� /	��	���� 
	���	���� y′ $�
����
����� ����	� ��#
�������	* � �
����� 
�)���� y = y(x) ������������ ������ � ����	*
�	'��� �	 
� y′ = k = const �� ���.� 	��'�� f(x, y) = k 0 �
�������
����� 	��	���	�	 ����	��� ��������	* �
������ 1���� k� 	��'����
����*���	 ��	�����

#������� �������!����� ����������� � $��� ������� ���+�� %�
������� ��������  ������!��� �������� ������	���� ������ � ��

������� C� � !������ ������� ��������� ���� ������ �� &���
��������� #�� �������� ����	���	���� ������	�"����� !���� ��"

��� �!�� (x0, y0) ������� ���� � �	��� ���� ������	���� ������� %�
����"����� �	���� �� �	����$�� �������
� � 	 
 �� � 2 	)��  ��� ������ !���� f(x, y) ��������� ���.� � ��

!������ ���
����� f ′y(x, y) ��������� � ���������� � ������ �"
����� G �
������� ���������# x� y� � ��� ����� ���������� �!"
�� (x0, y0) $�� ������ ����� ��������� ����� ����������� ����"
���� �������%��� 
������ 
��!���� y = y0 ��� x = x0&
(�� �
������* ���)�$ 	
���	� ��	���
�'����� ����

������ "	���

��	!���� 3�
�� ��!��- �	'�� � 	"����� 
�)���� �
������� 
� n > 1

	$	��� �� 	��� �����
������ �
����� /	4�	�� ���� ��� ��������� ���	#
�	
	�	 '����	�	 
�)���� �
������� �
�	�	 	
���� �	����	'�	 ������

���
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������	
�� (x0, y0) ��������	�� ����� 	
 �
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�� ��� ��
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������ ���	��� ������ ��������������� ������� �����	���	
��� �������� 	�
� ������ ������  ��� � !������ ������" � !����	��
��
���	����� ������� ����	 ������	��� ������ ��!���� ��!��� �
�� 
��������� 
�� �!�	���� ������� ���������� 
�������# 	" �"
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'��� ��� ������� �
�
 ��� � ��	�� ������ �� �
�
� �
�
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������� ��	
� (���	�����	�� ������� � �
�
�� )��� 	
���
 ��� ���
������
 ����
��
� 
 ����
 x = x0� � ������� �	� �
�
 ���� * ��������
�������
(�� ��
�	�	�� ������ �����
 ����	�����	�� ������� ��	�� ����%�

� ���% ����
� %�$�� #��� �+��%������
	
 ������ �
�
�
 )���" ��� �
�
	�
	�� x0� y0 	
��� �
��� ����	�� y = y(x) ��
�	�	�� ,-�./� ��� y(x0) = y0�
0
��% �#�
��%� �����%
 )��� �
�� ����
���	�� ������� ��!������
	�� �
���	����		���� ����	�� �
�
�� )����
$��� %� ��� ������� 
����!� n > 1 ��
���	����� ������� �����

�	�� � ����� ��� ���� 	��!�# 	" �" 
�� ����� ������� ����������

�������# 	� 	�!�� ������ ������	�� �������" &��� ��
���	�����
������� ������	�� 
�� '	�� ����
����
 (��� �������
) ����
��
" *�

��!	�!� ����� ������� ������� �����	�� � ���� 	��!�� x = a �
x = b# ���������� �������� �	���!�# � !�	���� ������	�����	�� ����
����������� �������"
1������% ��%��� ���
	���� �
�
� ��� �#��	���		�� ��++���	2��


��	�� ��
�	�	��� �
�
�� )���"

dx/dt = x2 cos t, t > 0, x(0) = 1;

y′′ = y′/x+ x2, x > 1, y(1) = 2, y′(1) = 0.

)�
���� �
�
��"

y′′ + 2y′ − y = sin x, 0 � x � 1, y(0) = 1, y(1) = 0;

y′′′ = x+ yy′, 1 � x � 3, y(1) = 0, y′(1) = 1; y′(3) = 2.
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Y ′ = f(x), Y ′′ = f(x), Y ′′ + k2Y = f(x)

�	$�	 �������� 
 
��� LY = F (x)! %���� L & ��������������# 	���
��	� �	��$�'�# 	������ ���������	
����( ��	 �������� ������	
��� ����� ��������������� ��
����#! ������� ��������� �������� x
�	$�	 	�	������� ����G� �! �! x ∈ G! ) �����	���� 	������ G �� �*��
��� 	����	
����� ��������������� ��
����# �	$�� ���� ���	�	�#
	���	� [a, b]� �	��	�� x > 0 +��� t > 0, � �! �!
-	�	���������� ���	
�� �� ������ ���$� ������
�� ��� 
 	����	�

�	� 
���! "������ � �	� �� ���	
�#

Y (0) = A, Y (a) = 0, Y (b) = 1, Y ′(0) = B, Y ′(a) = 1

�	$�	 �������� 
 
��� lY = Φ(x) +x ∈ Γ,! %���� l & 	����	 ���������
��� �������� ���	
�#� Φ(x) & ��
�� ����� .��� ���	
�#� Γ & ������
�������
���	# 	������ +�! �! �	��� x = 0� x = a� x = b � �! �!,!
/���� 	���	�� ���	��� ������ ��� �������������	�	 ��
����� �

��������� ���������� � ��������� ���	
����� ����
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 ������#�
*�� �������������� �������� �	$�	 
 	�'�� ������ �������� 
 
���

LY = F (x), x ∈ G, +0!1,

lY = Φ(x), x ∈ Γ. +0!2,

� ������ ����	�
� �������� �������� ��������������� ������
��� +0!1, ��������� �������
� ��������� ����� ����������� ����
������
� ���������������� ����	����������
�� ��������������
���  ��� � �!���� G ������ �����" ��� h > 0 ������� ��� �������

!���� �	���� ��������
�� #����������� ����� x0" x1" . . . �!���	��
	���� gh� $�	���� ������� ������� Y � ���� ����� ��������� ���
	������ ����	��� ������� yh" ������ �������� �������� ��������%�
���������

&������ ������� � ����	��� ������� !���� �!���	�� ��������
������� Y � y" 	��!
 ���	������� �� ����	��' Y ( ������� ������
�
��� �������%��� �%����� x"  y ( ��������� ����	�� �������"
����������� � ���������� ���)����� gh = {xi} *i = 0, 1, . . . +� #���	�
��� �������" ���������� ��	���� yi � ���� �����" ��)�� �	����
�������� ����	�������%� �%����� i� &��" ��������������� ����
����� +0!1, ��������� �������
� ���������" ������� ��)� ��)��
������ � ���������� ����'

Lhyh = fh, x ∈ gh. +0!0,



� �� ������	
 ������ ���

�����Lh �	
������� ��	
�	� 
��	�����	����� �����	����
�����
��	
�	 L� �
� ������� ����  �� !� " � #� � 	�$���� 
��	����
��� �	%
������&� 
 �����
������ � � 	�$���� 
��	����
��� �'�'#� ����	�
�(�� x �)�� *��� �	����
����
 � ���� ε(x) = O(hk)� +	� ,��  �	-��
(� � �
��� �(�� x ����� ���� ����������	�
 k��� ���
��� .����� h
� 	
������ �	
������ �'�'# ��(�	���
��� (� ����(��
 $
 
 -��-���-
�
	
���	� 	
������ �
�
(�� +,��� �'�'# �)� 	
���
�	��
�� �
�
���� �������� 	
������& �	
������� ��	�� �
���-� � �
	
���	
 h�

+	� 	�$���� �����	����
����& �	
������ *�(� �	�*����- ������
� 	�$���� 
��	����
��� �� � ��� �(��� 
 �
 ���� ����� gh� �� �� � �(%
�
& x0� x1� . . . / �
(����� � 	�$���� 
��	����
��� εh �
 ����� �)�
�	��-�� ����	�� ����(���� ��-�
���� � � 	�$���-�� 
��	����
���
� ���
& �
�	���	�

εh = max
i

|ε(xi)|, εh =
[∑

i

ε2(xi)
]1/2

.

� ���� ���	
� Lh ����� k� ������� 
��������
��� �
 ������ ���� εh =
= O(hk)�

0
	-�� � 
��	����
���� �'�'# �����	����
���  �	
�����- �'�1#
��*&��� �
�)� 
��	�����	�
�� ������������ �����- �
  	
����
�'�2#� 3�� �����- �
��$���- � ����

lhyh = ϕh, x ∈ γh. �'�4#

����� γh � ��)����  	
��(��& ���� ������ �� �� γh ⊂Γ� .����� h� �
� �
� �'�'#� ��
(
�� �
�������� 	
������& ������ �
  	
���� � ��
(���-
$
 
�

5�������� 	
������& �	
������ �'�'#� �'�4#� 
��	�����	����&
��&��� �����	����
���� �	
������ � ������������ �����- �
  	
%
����� �
���
���- ���������� �������

+ 	 �� � 	 � 6
����	�� �
�
(� �$�

LY =
dY

dx
= F (x), x > x0, Y (x0) = A.

/����� 	
����	��� ����� � $
 � h� �	��-� � �
(����� ���� ��
(���-

	 �����
 x0� x1� . . . ��
(���- ���(�� �������� ��	
- 
��	�����%
	��� ����� 	�$���� � �
���& ���
&� *��
(�� (�	�� y0� y1� . . . 7 �

	
������� �&��� �)� �
���
��� �
�	���	� � ����

Lhyh =
yi+1 − yi

h
= fi, i = 0, 1, . . . , y0 = A.

����� fi ���
(���� �	
�� (
��� 	
�����  �	
�����- � �(��xi�8)��
� (
������� �	��-�� fi = F (xi)� 9
��
- �&��
 ����� ��	��� �	-��

��	����
���� �� �� εh = O(h)�

6�$���� 	
������ �
�
(�� � 	������
�� ��	  �
&�-��- ��
(���-
���(�� ������� yi � ���
& xi� �	�*��)��� �
���-�� 	�$���� Y (x) ��%
&��� �����	����
���� �
�
(�� :��
� �� ��-�
- 	
�����
- �&��
 �
��



��� ��� �� ����	
��		�� ������	�����	�� ����	�	��

������	��
�	����� 
������ 	� �� ���������� ������ ��	���� ����
��� yi � ������ � ���	�	���� 	����	�� ���
������
��	 ������ �����
���������Y (xi) � ���� ��	��� !���� ��"��
��� ��
��	 	���� ���	���
��� ��	�������	�� ���
��������� � � ������	� 
����	�� � ����

#�� �����������	
 � ��� ������	�� ��
�
���� ���������	� ��

����� �	 � ��� ��� $��%������	�� �
������ �
��� ���	���
������ � �
���� �������&� '��� �
����� �������� ������ ������
�� � ��� ��� ���	��	�	���	 ����� ������� 
������ ( �
�	���
�� ������ 
����	�� � ��� ������	�� ������������� )�	��	���� �	�
��� �
��	������ 
����	�� ���������	�� ��	������� � ���� ���������
� ���� ���� �*��� ����
"�	 ���
����	�� ��	�
�� � ������ ���	���
���� � �� �
�����	 � ���
��� 
������ +
��� 	���� � 
����	� �
������	�
� ���
����	� �������	 � �
������ ���	� ����� ��
������� �
������������ ���	������ 
����	� � �� �
�����	 � ������	�����
�������� %	� ���
����	���

,����	�� � ��� ������	�� ��������� ���� �� 
����� ��-��	���	 �
����	��� �
� ��*� � ��� ��� � � 	��"� ���� %	� � ��� ��	�������

��� ������	�
���� ����� �������� ��	������ ��������� 	����� �
����� ��������� ������� ��	������� 	����� ���������� ������� ���
������ ���������������� 	������ �������� �� �������� δh� ��
�!�
��	����� 	������� ������ �!����� 
 !	��� ����� � �������� �!������
�� �� δh = Yh−yh� "���������� yh = Yh−δh� ������
�## $�� 	������� yh


 ��	�����!� ���! $.�.&� $.�/&� ��������

LhYh − Lhδh = fh, x ∈ gh,

lhYh − lhδh = ϕh, x ∈ γh.

0	����

Lhδh = Rh, lhδh = rh.

!���� Rh = LhYh − fh 1 ���
����	� ���
��������� $������& ��� 
���

��	��� �
������ � rh = lhYh − ϕh 1 ���
����	� ���
��������� ���

����	��� �
������ ��������

)��� ����	�  �
��	�
�� ������ R � r ������ Rh � rh $��
���
�
���	� � ����������� �� ������ ������ � ��	��&� 	� �
� R = O(hk)
� r = O(hk) ����
�	� �	� 
����	�� � ��� $.�.&� $.�/& ����� k�� ������
������������ � 
������

(����� ��������� �*
����  �
��	�
�� ������ δ ���
����	� 
��
���� δh� 2���� 
����	�� � ��� � ���	��� ���� δ → 0 �
� h → 0� )���
�
� %	�� δ = O(hk)� 	� ����
�	� �	� 
����	�� � ��� ����	 	����	� k���
������ ��� �������� �� ������	
 O(hk)�

( 	��
�� 
����	� � �� ���������	��� �	� ���� 
����	�� � ���
��	������ � ���
������
��	 �� ���� �����
�������� ������� 	� ��
� ���	��� '��� �������� �� ������������ � ������������ ����������
����� ������� �� ���������	� 3	� ��������	 ����	� 	
���� ������ ������
�� � ������	� � ����� ��
���� 	����	� 
����	�� � ��� � �������



� �� ������ �	
� ���

�����	
��� ����������  ����������� ��� �
������
� ������ ���
����� ��������
� ���
���
� � �� ���!�
� � �������
�� ���������
"��� ����� ���������#�

� �� ������ �	
�

�� ����� �	�
����� $��%����� 
��� &�
��' Y = Y (x)� ��������
����'(�' ����
�
'

Y ′ = f(x, Y ) ")�*#

 ��
��'(�' �� x = x0 ����

�� �
���
� Y0+

Y (x0) = Y0. ")���#

,� -��� %���� ��� ��������

��� ������� ��� ��	�
� 
�!
� �������
��� �
���
� x > x0�

.�����
� ������� /�	 "��� 0 �� �� �# ��	�
� Y (x) ����� ")�*#�
")���# ��(�������� ��
����

�  �������� ������� &�
����� ��� ����
��� ����� f(x, Y ) ����
�
� ")�*#� ����'(���� &�
���� ��� ������
�

� x� Y � ������������� 
�������� ������� ��������� 1���� ���
����� ��� -� ������ �����
�
�  ��(������� ��
����

�� �������
��	�
� Y (x)�

2����� ��	�
� ����� ")�*#� ")���# ����������
�'���  
� ������ ��
���� ����
�
� ��� ")�*#� � � 
� � ���' ������� ��!
� ������ ���!�
����
�
� ���	 ��������� 3������� ����
�
�

Z ′′ = ϕ(Z ′, Z, x)

��!
� ������� � ��� ������ ����
�
� ��
������
� &�
��� Y1� Y2+

Y ′
1 = ϕ(Y1, Y2, x),
Y ′

2 = Y1,
")���#

��� Y1 = Z ′� Y2 = Z�
.����� ")���# ��!
� ������� � ����(�' ��
��� ������
��� �����


�
�+

Y′ = f(Y, x). ")���#

4����

Y =
(
Y1

Y2

)
=

(
Z ′
Z

)
, f =

(
ϕ
Z

)
.

$��� �%������ ������
�� ����
�
� ")���# ��!
� ����������� ���
����
� ��� ������ ����
�
�� ���  ����
�
� ������� ��	� ��������

5�� ��	�
� ����� /�	 ")�*#� ")���# %���� ����������� ���
���
��
������� ������ �������������
���� ����� x0� x1� . . .  	�� hi = xi+1 −
− xi "i = 0, 1, . . . #� � ������ ��	�
 xi �����
��� ������ ��
��� ���	
���



��� ��� �� ����	
��		�� ������	�����	�� ����	�	��

������� Y (xi) ���	
��
 ���� yi� ���������������� ����� ������� Y
�� 	�������������� ������������ y� ��	������ ��	� ������� {xi, yi}
�i = 0, 1, . . . �� �������� �������� �	�
�����
������ �		
�����
�� � ����� (xi, yi) �������� 	
��������� � �
�������

����� ������������������
�������� �� �������	�
���� �� ��!!�
��"
#���$��� ������ ������ ���%�� ��������$�� !���#�� Y � 
�������� ������
��������$�� ������� !���#�� y� &���� �����$� ��� ��� 
�������� �	"
	
�����#�� 	
��������� �	��$����� ������ ���� �� �� k + 1 ����'
xi−k+1� xi−k+2� . . . � xi� xi+1� 	
���� �������� yi−k+1� yi−k+2� . . . � yi �(�
�������� )�*�� 
�������� �
������� ��� ����(����� �������� yi+1 ��(��
��	���$ � �+ �� ���� ���

yi+1 = F (xi, yi+1, yi, . . . , yi−k+1, hi, hi−1, . . . , hi−k+1), i = 0, 1, . . . ,
y0 = Y0. ���%,�

-��$ ��������$ �		
�����#�� �� xi−k+1� xi−k+2� . . . � xi� xi+1 ������
� ��������� �� xi � ��*�� hi� hi−1� . . . � hi−k+1. ����
����� ��
�(����
��� 	
���� ���� F ������ �� 	��+� �		
�����#�� 	
���������� ���
��(��*� �������*� ������ 	�������� ��� ��� �
������� ���%,��
/� �������� ������� ���� 
�������*� �
������� ��(�� 	
�����

������
�0 ����!���#�0 �������� ������� 
������ ������ 1��� ���
�+���������� ��!!�
��#���$��� �
��������
2�� � 	
���� ���� ���%,� ��������� yi+1� �� �� �������� yi+1 ���� ��"

������� 	� k 	
����� �� ��������� yi� yi−1� . . . � yi−k+1� �� 
��������
���� ��������� ������ 3
� 4��� 	�������� k������� �����' k = 15
����������� k = 2 5 ������*���� � �� ��� �� �� � ������*���� �������
��� ��������� yi+1 �	��$����� ���$ ���� 
���� ��������� �������� ��
	
����� �� ��*� yi� � ���*���*���� 5 ���*�� �� ����
2�� � 	
���0 ���$ �
������� ���%,� ������ ������ �������� yi+1� ��


������ 4��*� �
������� ���(������ 6 ����� �������� ���������� �����
����� 	
������� 
����$ �
������� ���%,� ��������$�� yi+1  	��� $0
���
�#������ ��������

�� ����� �	
���� 3
������� �������� ������� 
������ ������
1��� ��� �+���������*� ��!!�
��#���$��*� �
������� ������� ���
��� ������� 7����
�� �
������� ����� � ��
������� ����� x = xi

�i= 0, 1, . . . � � ������� � ����� ���� 	
��������0 Y ′ 	
���� 
�����$0
�,�8�� 3
� 4��� �������� !���#�� Y ����� xi ������� ���������� ����"
��� !���#�� yi'

yi+1 − yi

hi
= f(xi, yi). ���%8�

3��������� �		
�����#�� ��!!�
��#���$��*� �
������� ����� �����
	�
��� 	�
����� 	����$�� 	
� ������ ����� �� ���%8� ��	������ 	�*
��"
���$ O(hi) ��� *�� ,� 9 %��



� �� ������ �	
� ���

����� 	
���� ��� ���	���� ���� ������	�������� �� �� hi = xi+1 −
− xi = h = const �i = 0, 1, . . . �� ���� �� ����	�� ��� !� ����
��

yi+1 = yi + hf(xi, yi), i = 0, 1, . . . ��� "�

#������ 
�� �� �������� ���$� 	������

Y ′(xi) = f(xi, Y (xi)) = f(xi, yi).

%�&���� ��� "� ����	������ 	�'�( ���'��)����� �*�)����� ��
����
+��,-�� Y � ��
,� xi+1 ��� ������ ����)���� � ��� ��(��� 	 ��'�.
	������ 
����� ������� � '���� ��	�,�* �����,��� /������ 	������
��������� +��,-�� ������	� ����� �� ��++����-����

%���� i = 0� 	 ������0 	�����1���� ��� "� �*���� ��
���� 	�.
��
��( +��,-�� y1 ��� x = x12

y1 = y0 + hf(x0, y0).

���'����� ���	� ��
���� y0 ���� �
����� �	������ ��� ��� �� ��

y0 = Y0. ��� 3�

4�����
�� ����� '��� �(���� ��
���� 	���
��( +��,-�� � �����* ��.
�*2

y2 = y1 + hf(x1, y1),
� � � � � � � � � � �

yn = yn−1 + hf(xn−1, yn−1),
� � � � � � � � � � � � �

����������	 
������ �
���
���� ������� �	���
� �
������
� ����
�
 ����� �����
 ������
����
 ����������� ��� "�� ��� 3�� �� ����
�� ������������  ������ � �����

���� x0� y0� h� n

x = x0� y = y0

��� i �� 1

y = y + hf(x, y)

x = x + h

�	��� x� y

�� n


�� �� ����� ������

!"� ������� ��
#��� ����#��	
 ���$ yi+1 � ��%�� ���� xi+1 ���
#������� �� �� ��
#��� yi � ����
����!�� ���� xi� & ���� � ���
����� �	���
 �������� � �����
�
����� �����
��

'����������
��
 
������
 �����
�� �
�
#(�� ���$�� ��� ���������
�	���
 ��%�
)��
 �
 ��� *�+� ,
�
�
���� �
#
�"��� ��
#��� x = x0�
y = y0� 
 �
�)� ���#�
 �
�
 h 
���#����� �
�#����� ��#�� n� ���
���� ����#
���� � ���
� x+ h� x+
+2h� . . . � x+nh� &���� �����"�
���
������������ �
 �
)��� �
��� -��
�
	������ ��
#��� ���%����� ��
��" � �
��� �
���� �� �������
����� �
��� ��
#��	 y0� y1� . . . � yn�
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����������	 
�����		 	�� �������
���� � � ����
�� ����
��������� �
��� ������� �
�
�� ��� �
 ������ [a, b] ��� �
�
���	
������ � ���� x = a� ���� ������ x0 = a� h = (b− a)/n�

��	��������
� ���������
 �� 	���
 !����
 �
�
 �
 ���� "�#�
$���
���� ������ ��
 �
�
� �� ��

0 x0 x1 x2 x

y0 y1 y2

A
B

C

y 0
1
2

���� ���� ���	�
���� ��
���
������

�����%������
� ���������� ��&
���� '��� �� � ���
( x1� x2� $�&
����
����� ������ 0� 1� 2 �����
%�
����� ������� ��
������ ������ ���
)�	 ����
� 0 ����������� ���	�
������% �
�
�� ��� ������ ���	���
�
� �
� �
 ��(��� ����� �
�
��&
��% ���� A(x0, y0)� *��� B� C
������� � �������
�� ��������
������� �
�
�� ��� 	���	 !���&
�
� $( �������� � ����� 0 (
�
�&
������%� ��������� 	���
� ���
��������� �
��� �
�
 	� '
�&
������� ��
�
�	 �
 �����% ����&
��
����% �����%� +�����AB ,�&

���� �
�
������ � ����� 0 � ���� A� �� �
��� (
�
����������� ��
&
�����	 �������� Y ′(x0)=f(x0, y0)� ��������� ��������� ��	��
�� ����
-���� ��
����� '��� �� ��� ����(�� � x0 � x1 �
	�������
����
-����	 ����
�� �
�
������ � ����� 0 � ���� A� �
�
����&
�
�BC ��� �������� � ����� ������
���� ����� 1� *
��	 ��
�	�
��������� 	���
 !����
 ������� � �	�� �� �
 �
��	 �
�� ���&
�������� ������� ����(��� �
 �����% ������
����% �����%� .
�&
�	���	 ������� ����  ��������� 	���
 !����
�

��������� δi � ���� xi �
��
 �
����� 	���� ����	 ��
�����	
���	� '��� �� Y (xi) � ��
�����	 ������ '��� �� yi/ δi =Y (xi) −
− yi� 0�����	� ��	� ����� �
��
 ��������� ��� ���������� yi+1� 1��
)�� ����
��	 yi = Y (xi)− δi � yi+1 = Y (xi+1)− δi+1 � ���	
�� $	��	

Y (xi+1) − δi+1 = Y (xi) − δi + hf(xi, Y (xi) − δi). ���	��

.
����	 '��� �% f � ��� � ��������� ���� (xi, Y (xi))/

f(xi, Y (xi) − δi) = f(xi, Y (xi)) − ∂f

∂Y
δi +O(δ2i ) = f(xi, Y (xi)) +O(δi).

$������� �������� �
�������� ���
��	 δi+1 �� ���	��/

δi+1 = δi + Y (xi+1) − Y (xi) − hf(xi, Y (xi)) + hO(δi).

2�����
�� �� Y (xi+1) = Y (xi) + hf(xi, Y (xi)) +O(h2)� ����
�	

δi+1 = δi +O(h2) + hO(δi). ���	��

*
��	 ��
�	� ��������� δi+1 ����
���� � ��������� δi �
 ��




� �� ������ �	
� ���

���������	 O(h2) ��
� �����
�� ���������
� ������������� �������
� hO(δi) ��
� �����
�� ��
�����
� �������� yi�
��� ���������� y1 ��������� �������� y0 �����
��� ��� ������� 
���

��	 δ0 =0� �
����

δ1 =O(h2), δ2 =δ1 +O(h2) + hO(h2) = δ1 +O(h2) = O(h2), . . .

 � ����� �
� ��������� ���������  ������ ����� �
!����
�	

δi+1 = δi +O(h2),


� �� ���������
� �� ������ ���� "�������
�� �� ������" O(h2)�
��� ���������� �������  
���� xn� �
�
��#�$ �� �������� ����
��

���� L �
 
���� x0� ���������
� ���
��
 �� n ��������� O(h2)� %���
"���
�� �
� h = L/n� 
� ��� ���������
� δn ���"���� ������
������
��������	

δn = nO(h2) =
L

h
O(h2) = O(h). ������

&���� �!������ �� ��������� �
� ��
�� '$���� ����
 ����$ �������

�����
��

�� �������	
�� ����	 �����	� (�����
��� "������� �����  ���
���
���
�� "��� x = xi + h/2 )i = 0, 1, . . . *� ����#���� ����������
�
����� [xi, xi+1]� + ���$ ���
� ����� ���������������"����
������$
������
�� �	�
�� �  ����$ ���
� ������� �������� ,"����� f

(
xi +

+h/2, Y (xi +h/2)
)
������� ���,��
������� �������$ ,"����� f(x, Y )

 
����� (xi, yi) � (xi+1, yi+1)� &���� ���
� ������ �������

yi+1 − yi

h
=

1
2
[
f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)

]
. ������

�
����

yi+1 = yi +
h

2
[
f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)

]
. ������

���"������ ����� ����
�� �����$� ��������" ������� �������� yi+1

����
  �!� ���
� ���
������� ������ � ���� ��!#� ������ ������ ����
��
� ���� -�� ��������� yi+1 ����� �������
� ���� �� �
����������
��
���� %��� ����
�� ������� ��������� ���!������� yi� 
� �����
���
���
� ������� � ������������� �"� �
�����$ ����"�#�� �!���
���� .��
�� yi ��������� ���!��������� �������� ����� ���!�����
��� ỹi+1 �� ,���"�� ��
��� '$���� ����
�	

ỹi+1 = yi + hf(xi, yi). ������

+���������� �������� ỹi+1 ����
����� ���
� yi+1  ���"� ���
�
���
������� ������ � ������� ������
������ ��������

yi+1 = yi +
h

2
[
f(xi, yi) + f(xi+1, ỹi+1)

]
. ����	�



��� ��� �� ����	
��		�� ������	�����	�� ����	�	��

�������� ������	 ������ ��
�� ������ � ���� ������ ������������

yi+1 = yi +
h

2
[
f(xi, yi) + f

(
xi+1, yi + hf(xi, yi)

)]
, i = 0, 1, . . .

����� ������������ ����������� �������� ����� ���������
�����	 ���������� ���������� ����� ! ���	 ������ ��������
������� ����	
 � ��	������" #��
��	 $�� %��� ����� ����$���� ��
����� ! ��� &����� ��$������" ������������ ������ �����	 � ����'
$�� �� ���	
�	 ����� �������" �� ����������	 ��� ����� ���������� �
���� $��� ����� ���������� ���&� O(h2)" #���������� ����� 
� ��'
���� ����� ����� � ��� ����� ���� $��� ����� ���� $���� �������

1
2
[
f(xi, yi) + f(xi+1, yi+1)

]
=

1
2

[
f

(
xi +

h

2
, Y

(
xi +

h

2

))
− ∂f

∂x

h

2
−

− ∂f

∂Y
Y ′h

2
+O(h2) + f

(
xi +

h

2
, Y

(
xi +

h

2

))
+
∂f

∂x

h

2
+

+
∂f

∂Y
Y ′ h

2
+O(h2)

]
= f

(
xi +

h

2
, Y

(
xi +

h

2

))
+O(h2).

(���� ��������� ����
���� ������� f(x, Y ) � ��� � ����������� ��$��
(xi + h/2	 Y (xi + h/2))"

#����������	 ��������� ��� ��$������� yi+1 �� ������� ����	�	
��������� hO(h2) = O(h3)" !��� ������� ����������� ���������� �
��� ������������ ���� ������ ������	 ������	 ���������

f(xi+1, ỹi+1) =

= f(xi+1, yi+1) +
∂f

∂Y
(ỹi+1 − yi+1) +O(h2) = f(xi+1, yi+1) +O(h2).

)��� �&����	 ����������� � �
��� ��� *�������+ ����� ����'
��� O(h3)	  ������� �� ������ � ���	��, O(h2) � ����$�� �� O(h)
� �&�$��� ������ ! ���	 �" �" ����� ! ��� � �����$���� ����� ����� 
������� ��$�����"

(�����	 $�� ��� ������������ ������ ����� ����	� ����$����
�����$���� �� 
� ��$���� yi+1	 $�� � � ������ ! ��� � �����$����"
-���� ���������� ����� ����	�	 ���&���� ���������� ������������
������� ��� ��$������� ��$���� yi+1	 ������� &� � ��$���������
��������� ������� �$�� � �
��� ���"

. ���" /"0 �� ��������$���� ������������ ������� �� ��$��'
���� ��� ������� ��$� 1��� ������� ! ��� � �����$����" 1�'
������ � ����� Y (x) � ��$�� (x0, y0) ���������� � ������� ��%���'
������� y′ = f(x0, y0)" 2 �� ������� ������� ! ��� ���	�� � ����
��$���� ỹ1	 ������� ������������ ���� ��� ����������� ����� ��'
������ f(x1, ỹ1) � ��$�� (x1, y1)" -������ � ���� ������� �������
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� ���

���������	
��� ������� ������	
��� �� ���� x0 + h/2 �� ���� x1� � ���
��	
���� ��	������ ��������� ������� ������� ������� y1 � ���� �����

 �����
� ������ ��	��� � ���������� ����� ��������
 ������	

�������� ������� ����� ��������� �������� ỹi+1 � yi+1 � ������ ��

y

y0

0

y1

y~1

Y(x)

x0 x1 xh/2 h/2

���� ���� ��	
� ����� � �����
���	
�

��������� ����� ��������������� ��	��
���� ���� h � ������ ��	� ! ������"
��	� ��	����� |yi+1 − ỹi+1| �������� �
������������� �����	����" �� ��� ����
�� ���	����
# � ��������� �	����" ��	�
��� �������
 �	����� ��	��� $��������"
|yi+1−ỹi+1| > 0.01|yi+1|%" �������� h �	��
���� ����
���
 &���	
��� ��� �'����"
����� ��������
 �	������ ������ ��	��
�� � ���������� � �������������� �����
��� ���� (���������� ������	� ������
���
 ����� �	������ 

)����� � ������� ��	��� � ��������
��� ����	
������ � ������ ����*���'��
������ ��	��� +�� ��" ��� � � ������ ��	��� � ����������" ����������
��������� ����� � �����������, ��	�� x = xi + h/2 $i = 0, 1, . . . % - 	����
����� ����� ������� ����������� '�����	
��� �������
� ���	�" � ������
����
 ������� ��� ���������.

yi+1 − yi

h
= f

(
xi +

h

2
, Y

(
xi +

h

2

))
. ����
�

/���	������� �������� *���'�� Y � ����� (xi +h/2) �����	�� � �����
�
� ������ ��	���.

ỹ = yi +
h

2
f(xi, yi). ����	�

-������ yi+1 �� ����
�" ������� Y (xi + h/2) ��� ����	������� ỹ.

yi+1 = yi + hf(xi, ỹ), i = 0, 1, . . . ������

/�	������� ����� ����	�" ������ ���������� ����������	���
���� ��
	���� �����
 )������� �������
" ��� �� ����� ����� ������ �������
�������� 

�� ������ 	
����
���� ���������� � ������ ����� ���� ������
������� !��" ������������������#�	��� ����	� � ��� ���������������� ���
������ ������" ������ � ����	�" ������ ��	����� ������� �	����� �������
������� � ������� ��������" ��������$�� � �	���� ��	���� ����� ���		
�
��� ������ ����	
���� �	� �����	���� �������� yi+1 $i = 0, 1, . . . %
�������� yi" � ����� �������� *���'�� f(x, y) ��� ��������, ���'��	
�
��� ������� ���������, ��������, x ∈ [xi, xi+1] � y )� �, ������
����� ���
 ��������� ���������� �,��� ������� ������� �������� 

0����� ������������� ����� (���� 1 2���� ���������� ������� 
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������� ��	
���� �
	
 ���
�� � ����

yi+1 = yi +
h

6
(k0 + 2k1 + 2k2 + k3), i = 0, 1, . . . ,

k0 = f(xi, yi), k1 = f(xi +
h

2
, yi +

hk0

2
),

k2 = f(xi +
h

2
, yi +

hk1

2
), k3 = f(xi + h, yi + hk2).

������

����� 
����
�� ������ ���
� ���	������� ������� �� ����
� ��	� ���
����������
	
 ���� ����! ����
� �� �� f(x, Y ) ��������! �����" #���
�����! �
	����
 �$ �
	
 ���
�� � �$ �������� O(h4)"

%��
� ���	������� ������ ������� �
�$��	
 
�&��� ���� ����� �

 �������'  ���
�
�(����� � �	
 �
��)���*�!��� 
����
 �
 
������ !
�
������
� �
��
 �$'� ��
 ���� �
��
��
 �$��
�
���$  ���  �+
�$���
��	
�" ,��	���  �
����� ��! �
������! �����$���
�  
�����
�
� �
��
�
 �$' � ���
�� (����� �
������� ! ��������$�
 ���$��� ��	� ��� �
���
�� ���	������� ������"

-�
�����  ��������$��' 
*���� ��  �
������� ���
�
� ���	��
����� �� ��
 �
� �������� �
��
�!'.�� �
�����$ ����� � �
��
� �����
���"

- � �� � �" �����$ ������ �
��

Y ′ = 2(x2 + Y ), Y (0) = 1, 0 � x � 1, h = 0.1.

� �� � � � � " #)
������
�����! ������ �
�� �
��� ���$ ������
���� ����� �� ��� � �� ��� ���������� ���
����" /�� ��� �������
��� ������� 
�
������$�
� ��������� ��! �
��
	
 ������!  ����
�
������
	
 �����$�
	
 � �
��!" /�
 ����� ���

Y (x) = 1.5 e2x − x2 − x− 0.5.

-�
����� �����$ ������� ����
� ������ �� ����
  �
�
.$' �� �
 �
������� �������
�
�" �����$�������� �������������� � ����" 0"1"
2����� ������! �
��
�!�� ��
 �����$ �
 � �
	����
 ��  �
��� ���
���� xi" ��� ����
 �� ����" 0"1�  ���� �
���� !��!�� ! �������� �
�
������
� ���
�
� ���	������� �������
	
 �
�!���" -�� xi = 1 �
	����
�
 �$  
 ����!�� ����� 0.003 %" ,�! �
��)�*��
������ ���
�
� (�����
�
	����
 �$ ��� xi = 1  
 ����!�� 
�
�
 1 %� � ��!  ��
	
 ���
�� (��
���� 3 �
��� 18 %" #���
�����$�
� ��� �+
�$��� x ���
� (����� �
���
����� �� � �.� �
���  �.� ������� �
	����
 �!�� � � �����  ����!�
�����
������$��� �
�$�
���$ ! �� ������� ���
���� �� ��� �
�!��
�
� �
��
 ��"

# ����$������ ��	� h �
���$��! �
	����
 �$ ���
�� (�����  ���
��� !� 
����
 ��� �
� �
��� ��� �� �
 ���
�� ��
 �����	
���!��
 �
�
���!�� �� �
��
 �$ �����$���
�" -
�
�� ���
� (����� ������!�� !
 ��������$�
 ����
 ��� ���
�$�
� �� �� �� ������ �
���" 4���
���
��
��������$��� 
��
��	
��� ���
�
� !��!�� ! ���
� ���	�������"



� �� ������ �	
� ���

� � � � � � � �� 	

xi

���
������


���
������

� ���������

�����������
�������

���� ������


��� ������
 ����

!�� ��"�#�

����
�������

0.1 1.2000 1.2210 1.2205 1.2221 1.2221

0.2 1.4420 1.4948 1.4937 1.4977 1.4977

0.3 1.7384 1.8375 1.8356 1.8432 1.8432

0.4 2.1041 2.2685 2.2658 2.2783 2.2783

0.5 2.5569 2.8118 2.8079 2.8274 2.8274

0.6 3.1183 3.4964 3.4912 3.5201 3.5202

0.7 3.8139 4.3578 4.3509 4.3927 4.3928

0.8 4.6747 5.4393 5.4304 5.4894 5.4895

0.9 5.7377 6.7938 6.7824 6.8643 6.8645

1.0 7.0472 8.4856 8.4713 8.5834 8.5836

���������		
� �����
 ��	������� ���� �
�� ����������	
 ���
�� ��� ����	�� ������ �������	�����	
� ����	�	���  ������ !��
��� ���"�� ������
 ���� ����	�	�� ��	�������	� �����
� ��	����
Y =Y (x)# Z=Z(x) ����

Y ′ = ϕ(x, Y, Z),
Z ′ = ψ(x, Y, Z).

$�"���	
� ������� ������� � ����

Y (x0) = Y0, Z(x0) = Z0.

 � �	����� � ������ ������� ������
 ��	������� ��� ������
 ����
����	�	��%

yi+1 = yi +
h

6
(k0 + 2k1 + 2k2 + k3),

zi+1 = zi +
h

6
(l0 + 2l1 + 2l2 + l3), i = 0, 1, . . . ,

k0 = ϕ(xi, yi, zi), l0 = ψ(xi, yi, zi),

k1 = ϕ

(
xi +

h

2
, yi +

hk0

2
, zi +

hl0
2

)
,

l1 = ψ

(
xi +

h

2
, yi +

hk0

2
, zi +

hl0
2

)
,

�� ���� ���	
�� ��� ��������



��� ��� �� ����	
��		�� ������	�����	�� ����	�	��

k2 = ϕ

(
xi +

h

2
, yi +

hk1

2
, zi +

hl1
2

)
,

l2 = ψ

(
xi +

h

2
, yi +

hk1

2
, zi +

hl1
2

)
,

k3 = ϕ(xi + h, yi + hk2, zi + hl2),
l3 = ψ(xi + h, yi + hk2, zi + hl2).

� ������� ���	�
 �������� ����	�� 	���� ������ ���� ��� ������
��� ������������������
��� ����
�	��
 ���������������������
	����� �������

Y ′′ = f(x, Y, Y ′),
Y (x0) = Y0, Y ′(x0) = Z0.

����
 	���� ������	���  ���!�� Z(x) = Y ′(x)� "���� � ��
������
����� ������ ���� ��
����	�� ������#��$

Z ′ = f(x, Y, Z),
Y ′ = Z,

Y (x0) = Y0, Z(x0) = Z0.

� ���������� �#� ��� �	
�	�
 ���%�����	& ���������� 
�	����
���	��#��  	�
� �	� ��� ��������� �������  �����
 ���
 �����	��

���� ���	�	���� �
�	& �������� ��	�����  ���!�� ���&  �������#�

����� '	� �������	 ���������	���� ����	& ���	 ��� i = 0 �� ����	�
��
�����&��
 ��������
����
� 	���� ��������� ���%�����	& ��������	
��
������ ����  ��%�� 	����  ���!���� ���	�� �	� �������	 �	���	&
��������� ������	
� � �	�
�	������
 �%���
 �����

�� ���������	
� ����
� ������ ���	 ��
������ �����
���� ����
��	�
�	 	� ��� ��� ��� 
������	�� �	���	�� yi+1 ������������ �������
���� 	� ��	��� � k ���������� ����
 �� �� �	���	�� yi−k+1 yi−k+2 . . . 
yi� �  ��� ������ ���������� k�����
�! ������

"	�������
�� ������ ����� #��� �������	� ��������� �#������
$������ �����	�� ���
	�	�� %&�'( 
 
���

dY (x) = f(x, Y )dx. %&��)(

*���	��������� �#� �����  ���� ���
	�	�� �� x 	� �����+� [xi, xi+1]�
,	������ �� ��
�! ����� ���+� 
����������-

xi+1∫
xi

dY (x) = Y (xi+1) − Y (xi) ≈ yi+1 − yi. %&��'(

.�� 
������	�� �	������� �� ���
�! ����� ���
	�	�� %&��)( �����
���� �	����� �	�������/��		�! �	������	 Pk−1 �����	� k − 1 ���
�����+����/�� 0�	+/�� f(x, Y ) 	� �����+� [xi, xi+1] �� �	���	���



� �� ������ �	
� ���

f(xi−k+1, yi−k+1)� f(xi−k+2, yi−k+2)� . . . � f(xi, yi). ����� 	
��� ����
������
�

xi+1∫
xi

f(x, Y ) dx ≈

xi+1∫
xi

Pk−1(x) dx. ������

����������� ����	
���� ����
���
 � ������ � ������� �	� ����
���� ������ ��� ��
�
�
��� �
���
���� ����
��� �
���� �����
��� yi+1 � ���
 xi+1�

yi+1 = yi +

xi+1∫
xi

Pk−1(x) dx.

�� ���
 ��� ������ �	� ������ ��������
 ��� ����

�
��� �!"� ������ ������# ����� ������ ������� � ��
�
�
�� ���
��������� �����
�� Pk−1(x)� ��� ����
��� ����
�������!��� ����
��� �
���� ������� yi� yi−1� . . . � yi−k+1� ������
�
���
 �� k ��
����$�%  ���%#
&��� ����������
���� �
�
����� ��� ����% �
��� ���

��!��� ������ ����	�# ����
� �� �� ��%� �����!$���� ��� k =
= 1� ������
� � �������
���� ���

 �
��� '��
�� �
��� ������
������# ( �������
���% ����
��% ��$
 ��
� �������
��� ������� �
�
��� )������ ��
!$�� �
��
���� ����� ������ � �������!$�� ��
��	��  ��
 �
�������� ��
����$�% �
���
%# *�
�� 
� � ������!�
"��� �
��� )�����# +�������� ��� �
��#
����� ����
�� ����
��� yi−3� yi−2� yi−1� yi � �
���
% ���
����

�
����% ����% ,k = 4-# ��� ��� ��
!��� ���	
 ������
���
 ���


����
��� ����� ����� fi−3� fi−2� fi−1� fi� ��
 fl = f(xl, yl)# ( ���
���

���
��������� �����
�� P3(x) �	� ����� �����
� ��!���
,��# ��# .� / 0-# ( �����
 ������� ���h ��
���
 ������� ��� �����
����� � ���
 xi ��
!� ���

Δfi = fi − fi−1,

Δ2fi = fi − 2fi−1 + fi−2,

Δ3fi = fi − 3fi−1 + 3fi−2 − fi−3.

1��� ��������! �%
�� �
��
��� ������ �
��� )����� �	� �����
���� ���
 �
"%����% ��
"�������� � ���


yi+1 = yi + hfi +
h2

2
Δfi +

5h3

12
Δ2fi +

3h4

8
Δ3fi. ������

2�������� �
�� )����� � �
��� +���
34���� �� 	
 �������
��
��
� 
� ����������� ������� � ��
"�
� ������
��� �� �
��� ����
��� ����� ����� �� ��	��  ��
 ,� �
��
 +���
34���� 5
�
���
%-# � �
�� )����� �
��"
� �
�� �� �
���	� ������ ��
� �
���� �� � ���
����� ����
��! y0# +���
� �	
� "��� ����� ����

���



��� ��� �� ����	
��		�� ������	�����	�� ����	�	��

� ���� x3� � �� x0	 
������ y1� y2� y3� ����������� �� ��������
�� y4� ����� �������� ���������� ������ �������� ���������� ���
����� ������ ����!� ��� ��"�������� �������� ��������	  ���� �����
����� #����� �� �������� ���� ��������� $�����! �������� %�� h
� ���&���� �����' (���� ���������� ��%��� ����%������ ������	
���������� �"� ���� ����)���� �����%������ �������� ������� ���

������*� ������ ������ + ������ ���	
���  ������� ���� �������
*�� ����� ������� ������������������!	 ,��� (��� ������� �������
� �����*"��	 -� ������%��� ������ ��� (����� ��������*"�� ������
%������ ������. � ����"�* ����� ������ ����������! �� ���������
�������� $���&�� � �������"�� ����� �������� ��������� �������

����� yi+1 = y
(0)
i+1 � ����� ����' �������� �����) ����� ����������!�

� ���������� �����&�) ������� ���������� y
(1)
i+1� y

(2)
i+1� . . .

/��� �� ��������� ������ �������� � ������&�� ����� ���� ��������
�� ������ ������ #����� ���������� ������	 0������� ������������)
��� ���������� ������%���). �� (���� ����������

yi+1 = yi +
h

24
(55fi − 59fi−1 + 37fi−2 − 9fi−3); ������

�� (���� ����������

���� x0� y0� h� n

����	
����
f0� y1� f1� y2� f2� y3

�
 i �� �

����	
���� fi

����	
���� yi+1 �����������

y
(0)
i+1 = yi+1

����	
���� fi+1

����	
���� yi+1

�����������

�� |yi+1 − y(0)
i+1| < ε

xi+1 = xi + h

�� n

����� �xi, yi�

��	� ���� ����� �������������������

yi+1 = yi +
h

24
(9fi+1 +

+ 19fi − 5fi−1 + fi−2). ������

����� ���	� ������ 
����������
�� �����	 ���� ��
� ���� � � ���
	���� ������� ���	� ������ �����

��� 
�����
����� ������� ���
��
��
� yi+1� ��������  �� ������
�
����
� � ������ ����� �������
�
fi+1 =f(xi+1, yi+1)!

������� ��� � (��� $��������

��� � � ������ ������ #������ ���
���������� yi+1 ���������� ����
���� �������) $���&�� � �����
��� �������"�� �����. yi� yi−1�
yi−2� yi−3	 ,������������� ������
�� (���� ������ ����� ���� �����
������ �� ������� y4	 -��������
��� ��� (��� y1� y2� y3 �������
�� ������ ������ ����� y0 �������
� �����������������	1�� ������
����� ����������������%������

�������	#������� ��%��� ������ �%� � ����"�*�����������������
���� �������� � ������&�� ����������� � ����������� ���� �� ���	 2	3	
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 ��
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����� ������� ��������� ������ ���
��
 ��
��  
	
���!����� ������� 	�� �	� �����
��" � �����������
���##� �
������ �����	��� � �	���
 �
�
�
���� ���##� �
���� ��
��
������� �������� �������� � �����
���� �	���������

�������� ����� �������� ����
 ���
� ��
��
��� ����
��� ��� h�
$� � ���� ���� �������
� ��
!�����
� �������������� �����	��� ��	��
�
��
 �

��� � �
�!������" ��������% ���
� ����
!����� ���������
�!&
�� �����	
��"�

�� ����	
�� ��	� ��� �������
� 	����	
 �
������� �����
� ��� ��
��	������� ����
���
� ���
����� ������
 
�������	� ����� ���	��
������
��� ��	�� ��� �����
 �
������� �
!!����"
�����
� ��� ���
��	��� � �� # $ � ��� �� %�	�� &���� �	�
	 � 	��' �	� �������	� ���	���
��� ����	� �� ���� �����	�� (���  ����
����
�����
� )	��������
�����
� � ������*�
( ��
 �����( ����	�( ����( 	��
	�  ������*
���������� ��

 ����	���

'�
���	����� ��� ����
�
�� ��
 �
��� ����
��� �� ��
�
 ������� k
�����
����
��� � ����� h � h/2� � �
��	����
 ����
��� ��	��
�� ����
�
���� ����
��" �
�����" #��� �� yh � yh/2� '���
��� �	� �����
���

�

��� #����	� (���
 +���,-1)� ��	���� � �
" k = 1/2� ���
��� F (x) ��
Y (x)� f(x, h) �� yh� f(x, kh) �� yh/2 � �
�
�!������� ������� �������� p
�
�
� k� )	� ������" #��� �� Y (x) � ��	�� �
��� � ���� h ��

�

Y =
2kyh/2 − yh

2k − 1
+O(hk+1). +.��/-

��!������� ���	
��

 �	���
��
� ��	���
� �����
���
 ����
��
 y∗
h

�
�����" #��� �� � ��	�� �
��� � ���� h*

y∗
h =

2kyh/2 − yh

2k − 1
, Y = y∗

h +O(hk+1).

'������ �������� ����� �

��� ���
� k + 1� ���� ����	���
��� ����
������� ��
�� ��

� ������� �������� k� ����� �!������ �

��
 ������
�� ���� �
���� �����	�
� �� ������� �������� �������� �
��	�������

)	� ��
�� +"	
�� �
����� ������� �������� ,k = 1- #����	� (���

�������
� ���

y∗
h = 2kyh/2 − yh, Y = y∗

h +O(h2).

.��	������ ����� �������� #����	� �	� �����
��� �

���� ��	��
��
���� �� �
���� (���
/0���� ��� k = 4�

1) ����� ����	
��� �
� ��	 ������ ������� ������ �������
������ ������ ��	�
���� �������	�	������ �����		� �
� ����
 ��
� ���	 ������ ��!��	�  ����	
"�!	 	 
# �#



��� ��� �� ����	
��		�� ������	�����	�� ����	�	��

����� ���	� 
���� ��
����� �� ������ ��� ��������� ������� ��
� ��� ������ ������ �������� ��������� ���
� ��	��� ��	�� �� �����
�������  �� !��	� ����� ������� ����� � ��
� �������
� ��	�
�
h� h/2� h/4� "#������
 �����������$%�� �������� &������� ��������
������ �������� � �������� ���� yh� yh/2 � yh/4� '�	�� ��� ��������
������ �������� k� �
��� 
���� ������

k ≈ log2

yh − yh/2

yh/2 − yh/4
. �����	

� �� �����	� 
����

�� �������	
����� ������	�� ( ) * ���
��������� ������ �
��������
� �������
�� �� �� � �������
� � ����� +���������, �����-
�� x = x0� t = t0 � �� �� .� ������� ��������� ����� ����� ������
��	�	� ����� ��	�� ������� ����$��� �� ���� ��������� ��������
��
���
����� +�� ������ ���
������
�	� ������,� '���� ������� �����
���
�� ��������� ������$��� �� ������ �������� ������ �����
��� ��� �����
 ���������
����
���
� ����
�� �������� ��&&����������� �������� ����

�	� ������
Y ′′ + p(x)Y ′ + q(x)Y = f(x). ����
	

/����� ������ ������� � ��������� ������ Y = Y (x) �������� ����
	
�� ������ [a, b]� ����������$%�	� �� ������ ������ �������


Y (a) = A, Y (b) = B. �����	

0������� ������� 
�	�� #��� ������ �� ������ � ���� �����	� �� � �
#���� �#%�
 ����-

α1Y (a) + β1Y
′(a) = A,

α2Y (b) + β2Y
′(b) = B.

�����	

������ ������ ������ ����� �������� �����#����� 1 !�� �
������ ������������� 
������ � ��#��������� � ��������� +�
� ) 2�
�� *,�

	
���������� ������ �����$��� � ���� ��&&����������� ����
������ "�� �
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���������� �������� ����	� ������ � ���������
� ��!&&��������

�� ������ ����� ��������$��� � ������������ �������� &�������
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���� ���

���������� �� �	�	�	
��		 ����
� �������	�� ������ �����	����	
�������� ���� ����� �����	�� 	 ��� ���	�	��		� ��������	� ����
�����  �	!�	�����" ��������

#�� ������	�  �	!�	������� ��$��	� �������	� �����	 � ����	%�
���	 �����	��	 ����
	 ��!	������ �������� �	����� ��
��	�	��� &���
������' �	����� ������ �	�������	�����" ����	� ϕ0(x)( ϕ1(x)( . . .
. . . ( ϕn(x)� )�	 ���� ϕ0(x) ������������� ����	%��� �����	�� ����
	(
� ϕ1(x)( . . . ( ϕn(x) * �����	�� ����
	 � �������	  �����	 %�����

�	 A( B 1)� +�����  �	!�	������ ��$��	�  ������������� � �	�� �	�
������ ��!	���		 !�
	���" ����	�,

y(x) = ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + a2ϕ2(x) + . . .+ anϕn(x). �����	

)��������� ��� �������	� � �������	� �����	( ����� ����	 ��
�����
����� ��� ����� 	  ����� %�����	( ������ ��
������� �	
����� -��
�������� ����	��  ��������� x 	  ��������� a1( a2( . . . ( an 	 	����
�	�

ψ(x, a1, a2, . . . , an) = y′′ + p(x)y′ + q(x)y − f(x). ����	

.����	�	���� a1( a2( . . . ( an ���������  ���!���� ��( %��!� ����
�
!��� � ������ ������ �	�	�������� / ���! � �������	� ��	" ����
�	�	����� 	 "������	
��� ��� 	�	 	���  �	!�	������ ������

� �	���	 ��������� ��!	������ n ��%� x = xi &i = 1, 2, . . . , n(
xi ∈ [a, b]'( ��
������" ������� ����������( ����
	 ����	 � �����"
 �	����	������ ����� )���%����� �	����� n �	�����" ����!��	%��	"
�������	� �����	������ a1( a2( . . . ( an� ��$�� ������ �	�����( �����
����	 ��	 ����	�	����( ������ 
����  ������������ � ��$��	� �����	�

�	��� ����	����� �
������
 ������� �� �	�	�	
��		 ����� ����
����� ����
� � 
������� �	����� ��%� x1( x2( . . . ( xm� +
 ����� �����	�
����  ���%����� �	����� �	�����" ����!��	%��	" �������	� �����	�
������ a1( a2( . . . ( an�

� �������	���� ���	����� ���	� ���!����	� ��������������	 !�
	��
��" ����	� ϕ1(x)( ϕ2(x)( . . . ( ϕn(x)  ����
� ψ(x, a1, . . . , an)( ������
���������� � �	��

b∫
a

ψ(x, a1, . . . , an)ϕi(x)dx = 0, i = 1, 2, . . . , n.

+
 ��	" �����	� ����  ���%����� �	����� �	�����" ����!��	%��	"
�������	� �����	������ ����	�	����� �	������ ��!	���		 �����	�

0�����	%�� �������� �������� ����	�  �	!�	������ ������� ���
��	 ��������   �������	� �	����� �	�����" ����!��	%��	" �������
�	�( 	
 ������( ���	 ���������� �� ��$��	�( ��"������ ��	
�������
����	�	����� -�	 
���� 	� ���
����� ���  �������	� ��$��	� �
�	������ ��!	���		 !�
	���" ����	��

1) ����� ���	
�� ���
����� ��������	��
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�
�� 	�� ������� ���	���� ������� ������� ��	��� � �����	���
������
�
������� ��	�� ���� � �������	�
������ ��������� ������� ������
 
��� �
�	���

�� ����� ��	�
��� !����
�� ������" ��	��� 	�� ���������
�
����� ����	��# ������������ �
����
����� �
���� �������	����

Y ′′ = f(x, Y, Y ′). ������

$�	� ����
� ������� Y = Y (x) %
��� ��������� �� �
����� [0, 1]� &" 
��� �
����� [a, b] ���� ������
� � %
�� �
����� � ���'�" �����
���������

t =
x− a

b− a
.

(�������� ������� �� ���)�� �����
�������� �
����� ���� � ��� 
�
���� ��	� ���	��# 
� ��

Y (0) = Y0, Y (1) = Y1. ������

*�'���
� ������ ����	
�� ����"���
�� � ���	���� ������� ���� 
��� ��	��� ������# ������ � ������" �����	���
������
� ��	�� ���� 	��


��� �� ��������� ������ � ��������� ���� 

y
Y(x

,À)

Y(x,À*
)

À
*À

Y0
Y1

0 x1

���� ���� ��	
� �	�����

����

Y (0) = Y0, Y ′(0) = tgα. ����	�

+	��� Y0 , 
���� �� ��� ��	���
# � ��
����
���'��
�� ������ ������ ��
���������
������- α, ���� ������� ����
������ � �� 

��������� ������ � %
�� 
���� .���� /�01�

*��
�� ������� ��	��� ���� Y=Y (x, α)
������'� �
 �����
�� α# ��	� ����
� 
� 
��" ��
��������" �����" Y=Y (x, α∗)# �� 

���� ����	�
 �� 
���� (0, Y0) � ����	��
 �

���� (1, Y1)� 2��� ������# ���� α = α∗#


� ������� Y (x, α) ��	��� ���� �����	��
 � ������� Y (x) �������
��	���� 3�� x = 1# ���
���� �
���� ��������� ������� ������# ������ 
� Y (1, α) = Y1# ���

Y (1, α) − Y1 = 0. ������

*��	���
�����# 	�� �����	���� �����
�� α ������ ��������� �� 
	� F (α) = 0# �	� F (α) = Y (1, α) − Y1� 4
� ��������� �
�����
�� �

��������� ������ 
�# �
� 5���)�" F (x) ������ ���	�
���
� � ��	�
����
����� �����
�������� ���������# ��������� ��� �����
�� ���� 
��� ��	��� ���� ������# ����	�� 2� �� ���� 	�� ������� ���������
������ ���
 ��
� ����������� �"��� �� �����
������ ����� �
�	��
������� ���������� ��������� .�� ��� 01�
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��
����� ���
�� ������� 
����� �
�
��� �
�
	������ 	�������� 
���
�� ���
��� ��������� 
���
� [α0, α1]� 	
�
�������� ������� α∗� �� �
���� �
�
�
 
 !������ F (x) ���������
������� ����� ���
�� "�� #�
 
 ��$���� ����� %
$� Y (x, α0) �
���
�
 ��� x = 1 ���
����	� ���� �
��� Y1� � Y (x, α1) & ��$�� "�����
�
�� �� α2 = (α0 + α1)/2� 	�
�� ��$��� ����� %
$� ��� α = α2 � �
	

����	���� 	 ���
�
� ������� 
����� �
�
��� 
����	����� 
��� �

����
�' [α0, α2] ��� [α2, α1]� �� �
�
�
� !������ F (x) �� ������ ����
� �� �� (	�� �� 
���� �� ��	� )�*+� ,�
��		 �
�	�� ��$���� �����������
	�� �	�� ���
	�� ���� �
	���
�������
 ��������� ������� α ����$�
���
�
�
 
 ������� �����
 
 ���
 
 ��	��� - #�
� 	����� �
������
�
�
	������ ��$���� ����� %
$� � ����� ������
 � �	�
�
� ��$����
�����
� ������

.��	����� �� 
���� �������	� ������� �����	
� ��
��� 
�����
����
� �
	�
���� � ��� ��� �� ��
�
���	� /���	������0 �
 � �� ����
��
���� �����
� ����
� � �������
� �
���� 1������ 
�������� ��
 #�
� ���
 
���� �
�
$
 ���
���� � �
� 	������ �	�� ��$���� Y (x, α) �� 	��$�
�
���	��������
 � ��������� α2 � ��
����
� 	����� �� �
��� 	�
���
����	� 	 ���	�
����
	����

"�� ��$���� ��������� ������ �	�
�����	� � ��� �� ���
��� - ��	��
�
	��� 
���� � 	���� �������� ������	� ����� �	����� 3 
 ������
����� 	
	�
�� � 	��������� ,�	�� α0 & �������
� ����������� � α∗�
,
	��
�� �������
���� ��
��		 ��� ���
������ �
	�������� �������
����� αk 4 �
�
��� !
����� ���
�� ����
�� ������'

αk = αk−1 − F (αk−1)
F ′(αk−1)

, k = 1, 2, . . .

1 ����
� �
 
� ��
 F ′(α) = ∂Y (x, α)/∂α� �����

αk = αk−1 +
Y1 − Y (x, αk−1)
∂Y (x, αk−1)/∂α

, k = 1, 2, . . . ������

,�
��
���� � ���������� #�
 
 ��������� �
��
 ����� ��	����
'

∂Y (x, αk−1)
∂α

≈

Y (x, αk−1 + Δα) − Y (x, αk−1)
Δα

. ����	�

5��	� Δα& ��
��
���
� ���
� �
������� α�
"�� ����	����� ����
� ��	�� ����	� ����
 ��$��� ����� %
$� ���

α = αk−1+Δα� � ��������� �� 
 ������ ������� Y (x, αk−1+Δα)� 5����
�
 !
����� ������ ���
��� 	�������� ����������� αk ��������� α∗ �
�� �� 6�
� �������
���� ��
��		 ��
�
�����	� �
 ��� �
�� �
�� ���
�
	���
��������� ����������� αk−1 � αk �� 	����� 
�������	� ����$��
��� �� �����
� ���
� ��	�
 ε�

7� 
���� ��$���� �����
� ����� ���
�
� 	������� 	 �����������
���	������ �
 ���
�� ����
�� ����	������ �� ��	� 8�9� ���
������
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��		�� ������	�����	�� ����	�	��

���� Y0� Y1� α0� Δα� ε

α = α0

����	�
��
 
�
���
������ ���� Y (x, α0)

����	�
��
 
�
���
������ ����

Y (x, α0 + Δα)

α0 = α0 +
Y1 − Y (x, α0)

∂Y (x, α0)/∂α

�� |α0 − α| < ε

����� {xi, yi}

���� ���� ������� �
���� ��
����

������� ��	�
� ���� Y (x, α) ��	��
 	����� ��������  ��
���� ��	����
���� ��	��� � ��	��� 	����� α�
�� ���	� ��	��� ����
����� �����
��� Y (x, α)  �	� ���
���� yi �i =
= 0, 1, . . . , n�  ��
��� xi = ih� �	� h =
= 1/n�
 ���	� ������!� ����� ���"� ���

����������� 	�� ������� �������
��������� # $��� ���
�� ������ ���
	�
� �� �� ��	�
� ����� ��"�� ���
�������  ���� ����� 
�� ���
���� �	�
��� 
���� ������� %���&�� ��	���
��� �	��� ���
���� ���������� ���
�������� ���������� ��� x = 0�� �
	����� ' ��� 	����� ���������� x =
= 1�� (��	� )����������* ����	���
�� �� ���������� ���
����� �����
��� %���&�� ��� x = 0 	� ��� ����

���� �� !�	�� �	����������� ���������+,�� �����
��� ������
��� x = 1�
��������� ���������� ������� 	�� �������� ������ ����	��

Y ′ = f1(x, Y, Z),
Z ′ = f2(x, Y, Z).

������

-����
��� ������ ��	���  �	�

Y (0) = Y0, Z(1) = Z1. ������

.��&��� ������� $��� ������ ��	�
� ����	�� ������!� ������� 
���	�+,��� #�!������� ��������� α� ���+,���� ��
������ ���!���
"����� 	��Z(0)� /������� ��	�
� ���� 	�� ������� ������ � ��
�������
�������� Y (0) = Y0� Z(0) = α� # ���������� ������� ��� x = 1 ���
��
����� ��������� ���
���� Z(1, α) �= Z1� 0��� �������� ��"	� $����
���
����� �������� �� ���	����� ������� ��	�
� ���� ����������
�� �� ������� ������� ������ ��	�
�� # �������� ���
�� ����	����
���
������ ���
���� α � ���&��� �����������
(���� �!������ ����	 ������!� ��"�� !��� ���"� ���������� ���

	�� ������� ������ ��	�
 	�� �������� ����� ����	��� ��� � 	��
������ ���������

�� ������ 	�
��
�� ��
������ 1��������� $��� ����	� �������
 ���� 
�� ��� ��	�� ������� ������ ��	�
� 	�� 	�%%����&��������
�������� � ������+ ������� ����!���
����� �������� ������������
�������� ��	
�
� ��	��� �� ������
� ��
������ �
��	� ��
 �
���������
����� ������ ������	���� ��	�,��  	�%%����&������� ���������
�� ����
�������������� ����������&���� ���� ��� 2� 3 4��



� �� �����	� 
���� ���

���������� �	
����� ����� ������ ������� ��� ��������������
���� 	�������� ������� ������ ������ ��� �������� ��������� 	������
�� ������� �������� ������ [0, 1] �� n ������ ������ ������
xi = ih  i = 0, 1, . . . , n!� ������� ������ ������ ������" ������ ������
 ���������# �������� �������� �	���� yi � 	������ ����� xi� $��
%���� ������� 	�������� ������ ��� ��	������� 	����&

Y ′′(xi) = f(xi, Y (xi), Y ′(xi)), i = 1, 2, . . . , n− 1. ������

'������ �����������" �����
�� � %�� �����������" �� �����������
�������� ��������������&

Y ′(xi) =
yi+1 − yi−1

2h
+O(h2), Y ′′(xi) =

yi+1 − 2yi + yi−1

h2
+O(h2).

���	
�

(��������� %�� ����)���� � ������" ���	���� ������	 ���������� 	����
�����

F (xi, yi−1, yi, yi+1) = 0, i = 1, 2, . . . , n− 1, ���	��

����#
	#�� �������� n − 1 ������������� 	�������� ������������
�������� �������� �	���� y1" y2" . . . " yn−1� *����
�� � ����	# ����
���	 y0  ��� i = 1! � yn  ��� i = n − 1! ���	��� �� ��������� 	����
��� ������&

y0 = Y0, yn = Y1.

+� ������ ����� ��������� 	������ ����#��� � ����� ��
�� ���
�� ������&

α1Y (0) + β1Y
′(0) = A,

α2Y (1) + β2Y
′(1) = B.

���	��

* %��� ��	��� ��������� 	������ ��)� ���)�� �������������� � ����
������� ���� �	��� ������������ ����������� Y ′(0) � Y ′(1) � ���
��
�# ����������������� ������������ ,��� ������������ ��������
������ ��������  ����������	#
�� ������ ������ �� ���� -�-" �!" ���
������ ����������� ����������	#��� � ������ ������� ��������"
�� ���������� ��������� 	������ ����	� ���

α1y0 + β1
y1 − y0
h

= A,

α2yn + β2
yn − yn−1

h
= B.

���	��

.� %��� ����������� ���� ��������� �������� y0" yn�
/����" � �������" ���������������� ��������������� ���������

���" �����
�� � ���	��" �� ������ ������� �������� � ����
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Y ′(0) =
y1 − y−1

2h
+O(h2), Y ′(1) =

yn+1 − yn−1

2h
+O(h2).
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&�������� � &� ) * + ��� ),

Y ′(0) =
−3y0 + 4y1 − y2

2h
+O(h2), Y ′(1) =

yn−2 − 4yn−1 + 3yn

2h
+O(h2).
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Y ′′(x) − p(x)Y (x) = f(x),

p(x) > 0, 0 � x � 1.
����	�
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Y (0) = A, Y (1) = B. ������

3��"#�� ����� [0, 1] �� ����
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yi+1 − 2yi + yi−1

h2
− p(xi)yi = f(xi).
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y0 = A, yn = B. ������
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Y ′′(x) = f(x, Y ), 0 � x � 1, ������

Y (0) = A, Y (1) = B.
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∣∣∣∣ ∂f∂Y

∣∣∣∣ < 1.
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dΦ
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μInh

2πr
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dY
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sinY

3
, Y (0) = 0.3.
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+ e
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,���� u = u(x, y)6 ������� '���(��� &�/''�(����� a� b� c� d� e� f � 
���
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��� �D > 0�� ��������	�
��� �D = 0� ��� �������	�
���
� �D < 0��

�������� ������	 
������� � �����	�� ���������	�� ������� ���
������ �����	� �
��� � ��������� ��������������

�������� �������� �����������������

∂2u

∂t2
= a2 ∂

2u

∂x2
;

�������� �������������
�� ��� ������� �"��������������

∂u

∂t
= a

∂2u

∂x2
, a > 0;

�������� �����
� �����"	��������

∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= 0.
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 ���������� ��������	�
���
������� * �� ��+���) ���
	�
  ��!�� "�������� ������ (��%� �� 
"������	& � ����%���) ���������  �	��� ��+���
 ��������� ������$
��,� ���� �	�� �������� ��"���� "��	�����
 ������	��� ��� �

�� � ������	
�� ��
���
�� ��	�� *�� �%� �	 ������&� "��	������
������	��� ��� ��+���
 ��������, � ���	�� � "�������� � ��������

�� ������� ��	�� � ���� �	����� � "���	����	��� -��� ��	�� 
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(�� �� "���	�,+�, "�
 ��!��&��, �����	�G(x, y) � !������, Γ � ��$
 ���� ������ "������ �� ���� ���� .	����� "�
 ��!��&���� a � x � b�
c � y � d ��
	�
 �� ��� ��	����� �	����� 	���� � xi = a + ih1 �i =
= 0, 1, . . . , I� � yj = c + jh2 �j = 0, 1, . . . , J�� /���� �	� 	���� "����
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i, j+1, k

i+1, j+1, k
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0 x 0
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1G

G

y = ψ2(x)

x = ϕ1(y)

y = ψ1(x)

x = ϕ2(y)
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��
�� G′ ����� �������� ����� �������#
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ξ =
x− ϕ1(y)

ϕ2(y) − ϕ1(y)
, 0 � ξ � 1,

η =
y − ψ1(x)

ψ2(x) − ψ1(x)
, 0 � η � 1.
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∂U

∂t
= a

∂2U

∂x2
, 0 � x � 1, t > 0, a > 0,

U(x, 0) = ϕ(x), U(0, t) = ψ1(t), U(1, t) = ψ2(t),
#���$

��
 ϕ(x) * �������
 �����
�

��
 �
��
�����	 U #��� t = 0$+ ψ1(t)�
ψ2(t) * �����
�

��
 �
��
�����	 �� ���'�" �����������
���� ���
 �
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� U(0, 0) = ϕ(0) = ψ1(0)�
U(1, 0) = ϕ(1) = ψ2(0)�
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uj+1
i − uj

i

τ
= a

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
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i = 1, 2, . . . , I − 1, j = 1, 2, . . .
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Ñ
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Ñ
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i = ϕ(xi), i = 1, 2, . . . , I − 1. �����
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������ ����	������� ��� 	
�
���� �
�
�&��� � -�
������  �������$
	
���� � ����
������ ����#

LU(x, t) = F (x, t), (x, t) ∈ G. ���6�

0
�����$ ��� %�� ����
������  �
������ ���)�
�� �� ���&�� ��������
 �
������ � �
������ ����	�������$ �� � ����������&��� ��
�
�&��� �
-�
�������  ������� 7 ��,�� F (x, t) ������
�� ��
��� �
���  �
������$
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� �� ������	
 	��� ������	�
� ���� ���

�������	
���	�� ������ ����� ����	��� ���	���	�� ������� ��	����
���	� �����	�� ��	�
�� uh � ������		�� ! ����" ����� gh� ���  ������#
$���� ������% ��� ����� ��!���� �� ��	�&�  �������� h% � '�&  � !����	� τ
!#��(����� ����� h) τ = rh% &�� r = const� *��	���	�� ������ ��(	�
���(� �� ���� ! � ������	�� !���)

Lhuh = fh, (x, t) ∈ gh. �����

+	���	�� �����	�� ��	�
�� uj
i ! ����" ����� (xi, tj) ∈ gh  ��$��(�	�

	� ����	��� �	���	�� ������� ��	�
�� U j
i = U(xi, tj) ! ��" (� ����" �

 �&��'	������

δuj
i = U j

i − uj
i . ���,�

-!���� 	�������� "�������	�� �	���	�� .��"  �&��'	�����% 	� ����� �"
��������	��  � ������ �	���	�� 	� �����

δu = max
i,j

∣∣δuj
i

∣∣,
*��	���	�� �"��� ����� 	��#!����� ����������% ����  �� �&�/�	�� ���

��! ����� .�� �	���	��  �&��'	���� ��������� � 	���% �� �� ����

lim
h→0

δu = 0.

���� ��� ��	
 δu � Mhk� �� M = const > 0� �	 ����	����� ���
�
�
��� k	� 
������ ������� �	�	��� ������ ��	 	�� ������� �� ���	
����� O(hk)�

0�(	� !!����  �	����  ������ ���	���� � ��� ������ 	���!����#"  ��
�������! ����� h% τ � - ����	����%  �� !# ��	�	�� ����!�� δu � M(hp +
+ τ q) ���	���	�� �"��� �"������ �� �������� O(hp + τ q) � ����� p��
 ������ ���	����  � h � q��  ������  � τ �

1 ������� �����	�� ��	�
��  �&��'	���� δh ��� ���	��� ��(��
��'�	��� �������	
���	�� ������% ���������!����� ! ����" �����% �
���	���	#� ��'�	���) δh = Uh − uh� 2�� .��� �	���	�� δh ! ���� � 	��
����� (i, j) � ���������� ����	�'�	��� ���,�� -#����� uh ����� Uh � δh �
 �����!�� ! ���!	�	�� ������ 3����

uh = Uh − δh, LhUh − Lhδh = fh,

Lhδh = Rh, Rh = LhUh − fh. ����4�

-�����	� Rh 	��#!����� �������� �
���������� �

����������� ����
	���	�� �"��#� 1	� ��!	� ���	���� ��(�� ��!�� �  ��!�� ������� �����
 ��  �����	�!�� ! .�� ���!	�	�� ��'�	�� �������	
���	�� ������ ������

-!���� 	�������� "�������	�� !�����	� 	�!���� R% 	� �����

R = max
(x,t)∈ḡh

|Rh|.



��� ��� �� ����	
	��  ���	��� ��������	���

����� �	
 R = O(hk) ���	���
��
� 
��� k�� ��	���� �����
������ h�
���
 ������
� h 
 τ �����
�
�� �� �	
 R = O(hp + τ q) ��	���� ���	���
�
��

 	��������� ���� p�� �� �	���	������ 
 q�� �� �	���
�

���������� �	
��  !�!" ������������	
 ��	���� ���
�
����
������ �����  !�#"� 
��� ��� ���
���
��� �
��� �
����� ���
����� �
����� �� 
� 
���

lim
h→0
τ→0

R = 0.

$��	���
��
� ������ �
��� �� �� ����� ������� ��	�
��� � ���% �	

��	����

 � ���% h 
 τ �� �%&�� ������ &�� ���
���
&� �����
�� ���
�������� �	�������� 
�
 �����
��� ������������	�� ' ������ �������
������������� ���������%��� ������	�� �����
� �� 	���	� (���� ��
�	���	������ 
 �	���
� )��	
�	� ���
 R = O(h+ τ + τ/h2)� �� R → 0
�	
 h → 0� τ → 0 
 τ/h2 → 0� �� �� 	��������� ������ ���	���

	���

������% �	
 �����

� ��� τ ��	�
��� � ���% &���	��� �� h2� ���� �	

t = h2 ���	���
��
� � ����� �	
�	� ������������

*��������� ����  !�!" ���������� ��
�������� ���
 �� 	�(��
� ���	��
	���� ���
�
� �� ������� ������� �� �� ���� 
�����
% ������� ����
��� ������������� ���� 
�����
� 	�(��
�� +�����
����� ��	����	
���
�� ������
��������� 	��������� ���� � 	���
����� 	��� ���	�(������
,�� �������� ����	���
 �������� 	��������� �����
� 
 -�� ��������
�� ����������� �����	��������� � 
������� �
..�	���
������ �������
 � ���
�
� �� ����
���
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 ��� ��	��
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� �0�� (���
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� ����
������ �	�2�� �� �������������� ����
���
 	�������
���� 	�(��
� � ������� /�-��� ������%��� �����%2
 ����	0���
��

� � � 	 �  �� ��� �	�	��	 �������� ����	�	�������� ������  !�#"
���	�
��	
� � ������
��� ��	��  !�!" ��
������ � ������������	
 �����
��  !�#" �� ������ �	�	��� � �������� k� 
� ������
��	 �	�	��	 �����
��
� 
������ �� ������
�� O(h(k))�

3�	��� ����	�� 
� ���	���
��

 
 ������
����
 ������� ����
�����
/�-���� ������� ���	���
��
%
������
����� 	��������� ������0�
&��� ���	��� � �� ����
���
�

/	�
��%��	
	�� 
���������
� 	��������� ��� �� �	
�	� 	������
	����� ��(� ���� ��� ��� �	�����
� ������	��������
 4 ����� ����
�  !��" 
 ������� ����  !�5"� 6��� ��
����� ��� 	�(��
� U(x, t) �
.�
.�	���
������ �����
  !��" ��2�������� � ������� �	�
������� ∂2U/∂t2


 ∂4U/∂x4 ���	�	���� 
 ��	��
���� � 	�������� �&����
� ���� � ���
���
������ � ��������� ����
����� ���
�
���������� �� ������
���� (xi, tj) �i = 1, 2, . . . , I − 1� j = 1, 2, . . .  ����� �������� ��
��!�

������"
���#



� �� ������	
 	��� ������	�
� ���� ���

U j+1
i − U j

i

τ
=
∂U(xi, tj)

∂t
+O(τ ),

U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

h2
=
∂2U(xi, tj)

∂x2
+O(h2).

������

�	
�� ����������� 	�������	��� Rj
i ��������� ��	������ �����

� ������ �	 ������
 ���! ����� �"� ���� ��"����� � "	 �����(xi, tj)#

Rj
i =

U j+1
i − U j

i

τ
− a

U j
i+1 − 2U j

i + U j
i−1

h2
.

$����	�� � %�� �	������� ����������� ������� $�� %��  	���& '��
�����"��� U(x, t) ��"����� ��'�! ������� ��	������ �����& ��

∂U(xi, tj)
∂t

− a
∂2U(xi, tj)

∂x2
= 0. ������

("����	��"���& 	���	"����  �	'���� ���� �� � �'��� ������& ������ ��)
�� �������

R = max
i,j

∣∣Rj
i

∣∣ = O(h2) +O(τ ) = O(h2 + τ ).

*�	"���'������������� ���+�� ��"�'��� � �"� �	 ������
 ���! ���,��
-	�� �.�	 �& �	 �����!� ���! ����� � ���,� 	������������ �����)

��� ��//������	"���� ��	������ ����� �� ����!������� ��h � � ����!
������� �� τ � �	'	"���� � ��	��'�!� ��"����  	�	'� ����� 	��������)
������ �	 ��	���	� ��'��& �����"���  ����  �	'���� ����'��
 /������

�	��!  �	'���� �������# uj
i = U(xi, tj)& ��� (xi, tj) ∈ Γ& Γ 0 ��	���	

�	�'����
 �."	��� �t = 0& x = 0& x = 1��
1��"���� ������ ����
'������ �	��!� �	 �����!� ���� �	'�� � ��)

��
 ���! ����� ��� ��	��'�!� ��"����� ���2� � �	'	"��� ��"���� ���3��

�	
�� � �����  �	'���� uj+1
i ����'��
 /������ �	 ������ �"��#

uj+1
i = λuj

i−1 + (1 − 2λ)uj
i + λuj

i+1, λ = aτ/h2,

i = 1, 2, . . . , I − 1. ������

4������& '�� ���� ���� ���	��'���� � ���� ���	������	

λ � 1/2. ����,�

-���	 λ + |1 − 2λ| + λ = λ + 1 − 2λ + λ = 1� 5�� ����������� ����"�)
 �� �"� ������ ����'���� ������� ������#

max
1�i�I−1

∣∣uj+1
i

∣∣ = max
1�i�I−1

∣∣λuj
i−1 + (1 − 2λ)uj

i + λuj
i+1

∣∣ �

� (λ+ |1 − 2λ| + λ) max
0�i�I

∣∣uj
i

∣∣ = max
0�i�I

∣∣uj
i

∣∣. ����2�



��� ��� �� ����	
	��  ���	��� ��������	���

������ 	�
��� ��������� ��� ��������� 
 ����� �������� ���
	��� ������� �� j�� ���

uj
∗ = max

0�i�I

∣∣uj
i

∣∣
� � ���	� ������� ! ������ "#$%& ��
���� ��������	� "#$'%& ��� ������
��� ������� �� ���� (j + 1)�� ���( ������� ������ )

uj+1
∗ � max

(
uj
∗, |ψ1(tj+1)|, |ψ2(tj+1)|

)
. "#$'*&

+	���� 
�� j = 0 
������

u1
∗ � max

(
u0
∗, |ψ1(t1)|, |ψ2(t1)|

)
. "#$',&

-� "#$%&( "#$*& ������	( �	

u0
∗ = max

(
ϕ∗, |ψ1(t0)|, |ψ2(t0)|

)
, ϕ∗= max

1�i�,I−1
|ϕ(xi)|, t0 = 0,


.	�� ��������	� "#$',& �/� ��
���	� � ����

u1
∗ � max

(
ϕ∗, ψ

1
∗
)
, ψ1

∗ = max
j=0,1

|ψ1,2(tj)|. "#$'#&

0�� j = 1 �� "#$'*&( "#$'#& 
������

u2
∗ � max

(
u1
∗, |ψ1(t2)|, |ψ2(t2)|

)
� max

(
ϕ∗, ψ

2
∗
)
, ψ2

∗ = max
j=0,1,2

|ψ1,2(tj)|.

1�������( ��� ���	�� j = J �����

uJ+1
∗ � max(ϕ∗, ψ

J+1
∗ ), "#$'2&

ψJ+1
∗ = max

0�j�J+1
|ψ1,2(tj)|.

3���� �����( �������� ��	��� ������� �� (J + 1)�� ��� �� 
�����
!��	 
 ����� �����	� ! �������� ��	��� ������� �� ������ ���
"j = 0& � �� �������! i = 0( i = I "
 (J + 1)�� ��� ������	����&$

4�������	� "#$'2& ������	 ��	�����	� �����	�� �!�� "#$�&$ 0�
��/�� .	$ 5����	��� �!��� � �� � �� ������� ��	�����( ���� �����
��������� �!�� ! ���� ! �	��	�	���	 ���� ��������� �������$ 5���
��	��� �����	��� ������( �!�� � ���� � �	��( ��
�����( ��������
������( 
��������� ����� ��������� ϕ̃(xi))

vj+1
i − vj

i

τ
= a

vj
i+1 − 2vj

i + vj
i−1

h2
,

v0
i = ϕ(xi) + ϕ̃(xi), vj

0 = ψ1(tj), vj
I = ψ2(tj).

"#$�6&

5������� .	� ������ ����	 ��	���� �������

vj
i = uj

i + ũj
i , "#$�'&



� �� ������	
 	��� ������	�
� ���� ���

��� uj
i � ��	�
�� ����
�� ���
���
�� ������ ������ ������ ������ � ũj

i �

�������� �������� � ��	�
��� �������� ����!� � ����"�#

uj+1
i − uj

i

τ
+
ũj+1

i − ũj
i

τ
= a

uj
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
+ a

ũj
i+1 − 2ũj

i + ũj
i−1

h2
,

u0
i + ũ0

i = ϕ(xi) + ϕ̃(xi), uj
0 + ũj

0 = ψ1(tj), uj
I + ũj

I = ψ2(tj).

$����� � %���� ������ ������ ����� ��&%��� ���
���
%� �����% ��
�����&'(


� �������� ũj
i

ũj+1
i − ũj

i

τ
= a

ũj
i+1 − 2ũj

i + ũj
i−1

h2
,

ũ0
i = ϕ̃(xi), ũj

0 = 0, ũj
I = 0.

)�� ������ ��������� � ����
��� 
� ��� ��%�� 
���&'
* � ���
��
*

%�&����� + �� ��	�
�� ũj
i ��� �
� �
�����
���� ���!,�� ������� � ��

� 

�&%��� � ��� ���

ũJ+1
∗ � ϕ̃∗

� ��
�����  �&���' �������� � ��	�
�� ���  �&� �� �
�
�� 
���&'
�(
�� %�&����� -��� �.���� � �� � ����� %�������� ��� �*��&�
�� %�&�(
��� ���!/�� 0�1
� �������'� ��� ��� 
��%	�
�� 2���� %�&���� �� � �����
.%��� 
�%���������� �� �� ��
�� �� � ����� %�&��
� %��������� 3� ������(
�� �4�� � %����������� �&��%�� �� ���� ���' �� �������'� O(h2 + τ )�

3��&��%� �����' %����������' 
���
�� ���
���
�� �� * ���/�� 5���(
	� � ����&'�%� ���/�� ������ ����� % %���
�
�� �&� 
��1��
�� 
�������
*
�
���
�� �����
�� 6%
�4�� 
� ���
� �&��#

λuj+1
i−1 − (1 + 2λ)uj+1

i + λuj+1
i+1 = −uj

i , i = 1, 2, . . . , I − 1,

uj+1
0 = ψ1(tj+1), uj+1

I = ψ2(tj+1).
������

)�� ����� �  �1�� .*�' ��	�
�  ����� �����
��� 7��%�&��
�� %������(
����' 
���
�� �� * ���/� �.������������ �*��&
�
�� %�&���� %������(
�����  ����� �����
�� �&� ����� * �������

$4�
�� %����������� � ���� ���� ���
���
* ��  �1
� ��������
�%�� �������� � �� �&'��
�� ����� �h→ 0� τ → 0�� $�
��� 2�� ��������
� �%8�����

� % %��&���
�� �.9� � �*���&�
�� � ��������
�� �%  ��(

* �����	
������

0
���&��
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i−1 )(1 − λ) + 2τ f̄ j

i

1 + λ
, λ =

aτ

h
. � !"3$
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� ������ �	�	
���
����� ���� ! ���	
��� �� ��	
� a > 0� �������
�	� �� ����	

��� a < 0 ����� ���������� �������	 �� �� ����� ���������� 	����
����� ����"!� �� �������� �	��� �������� ����������� uj+1

i−1 � �����
���
	����� ������� ����� � ���� �����!�
 �� ������������� ��!� ���������� �������!��� ��������� 	����

���� �������� ��������� ������� ���	
��� ����� "�� ��������
��������������� �������� ���
��� ����
��� #	��$�� � 	���� ��������
��� ������

#	�$ %	��&	�� ��	��' ������	

$	 ��� ������ ��
�� �������
���	
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�� �	�	�	

�� x' ��(
� �%�%&��) 
� �
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$� ������� *���������
��� ���	�	�	

���� ��	��

�+ ,����� ��� ����	�
��� ��
	�
��� ����
	�

�� �	�	
���

∂U

∂t
+ a1

∂U

∂x
+ a2

∂U

∂y
= F (x, y, t), �����!

0 � x � 1, 0 � y � 1, 0 � t � T,

U(x, y, 0) = Φ(x, y), ����-!

U(0, y, t) = Ψ1(y, t), U(x, 0, t) = Ψ2(x, t). ����.!

/�	�) a1 > 0' a2 > 0 0 �������� �	�	
��� ����) ��	� x' y1 ����-! 0

����)
�	 ������	 ��� t = 01 ����.! 0 ���
��
$	 ������� ��� x = 0'
y = 0�

2 ��	�	�
�� �%����� (x, y, t) �������� ��,
���
�+ �	���' ��	��� ���
����� ��	+� 3���� ���������)
��� ������	�	���	��� 4�� 5���� ����	�	�
������
��
$	 ��������� �	�	, ����� �	�

t
y

x0

i_1, j, k+1 i, j,k+1

i, j_1,k+1

i, j, k

���� ����� ��	
�� 
� ���������
���������

�	
�� ��	� x' y' t6

xi = ih1 (i = 0, 1, . . . , I),

yj = jh2 (j = 0, 1, . . . , J),

tk = kτ (k = 0, 1, . . . ,K).

%��
���� ����
��� #	��$�� � 	��� (i, j,
k)� � ����&�� ������� �����������	�
��� ���
��� U(xi, yj , tk)� �'�����
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uk+1
ij − uk

ij

τ
+ a1

uk+1
ij − uk+1

i−1, j

h1
+ a2

uk+1
ij − uk+1

i, j−1

h2
= fk

ij .

#�����	� $�� �������	� ����
	���!�� ���%��	& 
���%��' ���� 		 � ���
�� (i, j, k + 1)"

uk+1
ij =

uk
ij + λ1u

k+1
i−1, j + λ2u

k+1
i, j−1 + τfk

ij

1 + λ1 + λ2
,

λ1 = a1τ/h1, λ2 = a2τ/h2. ���(�
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+��* ������	%�� �����	��� ��������
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%�� ���	����	�
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���!����
& ��%��!��� �
���	� ���/�� ������� ��.�� �����	�

��! � �����
���� �	��"

u0
ij = ϕij . �����
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uk+1
0j = ψ1(yj , tk+1),

uk+1
i0 = ψ2(xi, tk+1)
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���� a1� a2� T � I � J � K� L

h1 = 1/I � h2 = 1/J � τ = T/K� k = 0� l = 1

uij = ϕ(xi, yj)� u0j = ψ1(yj , 0)� ui0 = ψ2(xi, 0)�

i = 1, 2, . . . , I � j = 1, 2, . . . , J

����� k� {uij}

��� k �	 1

vij = uij � i = 1, 2, . . . , I � j = 1, 2, . . . , J

u0j = ψ1(yj , tk)� j = 1, 2, . . . , J

��� i �	 1

ui0 = ψ2(xi, tk)

��� j �	 1
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����� uij
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��
l = L
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����� k� {uij}
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�� K

���� ����� ������	� ����� ��������� �������� ������

� �����	 �
����	� ������	������ ������� � ��	�� 	���� �� ��
�
���� ����	������ 	����� ���	�� ������� uk

ij � � 
�� ������� �� ����

�
���� vij �!�� �
��� uij ������ �
�� "���	�� �������#$ ������
������ ����� l� ������ �������� ����� ��!��� L �
���% �� L = 1
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�������	�
 ��������� ������� �������� �� ������� ���� ��
���� � ����
��
�� � 
���
��������� ������������ ����
 ��	

uij =
vij + λ1ui−1, j + λ2ui, j−1 + τfij

1 + λ1 + λ2
.

�� �������	
�	�
 ���	
	�
� ������	�
 �
�
	��� ����
�����
���� ��� ��������� �������� �� ���	��������� �
� 
����� ��!���� ��	��
�� �����
� ���	�� ����"�� � ������ ��� ��
������ �����
��� ���

��������# �$� �� 	�������"������
# ��%��� ���� ���& '� �� ��
��	�� �����
# ��������� ��!����& (���� ��!���� ���� ��� ���������
������� ��%�
 ���
# ��!# � 
�� ������� ���	� ������� )����%���* � ���
���#��� ��� ��������� �������&

���������� �	
	�� ���������	�
� ��������� � 	 ����	� ������	 ���
�	��� �������	���� 
���������� ������� �������� ������ ���� �����
��� ���	� ������� � ��������	��� �����	��� ����� �� ����� �����	�
��� ����	��� 
����	��		 ��������	���	 �����	��	 
	�	����

∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
= 0. �+&���

,
� �	����	��� ���������� 
& �& ��� ������ ��
# ����� ���-� �
� ������
���
 �� �
�

��� �����$���� ��� �
������� ��
�" �.�������& /�
# �
�����#�� �����
 ������� �t = 0� ��!���� ��������� �+&��� ��	��� � ��	�

U(x, 0) = U0(x). �+&�0�

1 ��������� �+&��� ���# ����
� ������� �����
 ��� ��!����U(x, t)&
2��� .
� ����"�� ��%�
 ��
# ��������#���� � 
�� ���� ������ �
��������� ��
�� ����
�� ����
�& 3�� ���
�
� ��	�� ��
�
#�
�
� U(x, t) > 0&

/��	
���� ��������� �+&��� � ��� �����& ����
��� �� ������

� (x, t) ��� 
�� ������� ����	������� ��
��!������

x = x(t), dx/dt = U(x, t). �+&�4�

1	��# ��%	� 
��� ����� ����"�� U(x, t) �����
� ��%�� ����"�� 
�	�� ��������� t5 U = U(x(t), t)& /����� �������	��� .
� ����"��
�� t  ���
�� �+&���� �+&�4� �
#

dU

dt
=
∂U

∂t
+
∂U

∂x

dx

dt
=
∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
= 0.

(����������������"��U �
��
� ��
����� �	��# ��%	� ����� �+&�4�&
2������� U ����	����
� �����#��� ������� �+&�0�� ���
�� � ����
��� 

���� (x0, 0)� ����� ��
���- �����	�
 ������5

U(x(t), t) = const = U(x0, 0) = U0(x0). �+&�6�
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�����	 
���� ��������� ������ ������� ���������� ����� 
���� (x0, 0)�
� ���
�	 ���� � ��!����	 ��������� dx/dt = U0(x0)� ��
���� !�"�� ��#

�"�����
$�%

x = x0 + U0(x0)t. ������

���������� ���	��
���� ��������	 ������	�� ����� �� �������	��
������� U �� �����	�� ����� ������ ����� �	��� ������	���

&��	'� !���� ������ ���'��(
$� ��������������	�� )��! �����
�#
��$
�� ��������� �'��*��(
$� � ����
��'� $��
��+���� 	�*�� ��,,�#
���-��!�	� ,���-��� ���'���	'� �

��
����	� �� ��������������� �
�	�(��	� � �����	 $!���� ���

dx

dt
= U,

dU

dt
= 0.

.����
���$
��� ������ �����!������"� ��������� ������� ���/�� "������
�� ��!�(
$� ����!!�!�'	� ���	'	�� ��� 0
� /'!� � $!���� !������"�
���������� 1$!� ������$�
 ������ � ���� t = (x− x0)/U0(x0)� 
� ��	�
�	�
�
� 
��"��$ �"!� ���!��� �����
���$
�� ����� 1/U0(x0)� 2���	 �/����	�
���!�� �����
���$
�� 	�*�
 	���
$� � ����'� 
����� ��� t = 0� &�0
�	��
�$!� ,���-�� U0(x) 	���
���� �����$
��
� 
� ���!�� �����
���$
�� $!���
������� 	���
���� �/'���
 ����� �����
���$
���� ) 0
�	 $!���� ��+����
������ ������� ������ ���������� ������!���� ��$��!�� ����� ��*��( 
����
��!��!�$��$
� t > 0 �������
 ���� �����
���$
���� ��
���� ������$�
 �
0
� 
���� ����!��� ��������� 2���� $!���� ������� �� ��$� ��3��

������	�� 	���� ����� ������� ���	� ������� U0(x) ����	�� 
�� �!����	 "��� �����	�� 	���� ��	� !� �� ��!���
�� ����	��#� $����

t

x0

���� �����

t

0 x

���� �����

������ ����	���	�� �� �������� ����� ������ ����������	��
"��� %�&'#( �	� ������	 � �� ���������)� * 	���� ���������� �
� 
��� �� !���	 ����+������( ��������� ������ ����	���	��� ,������	-
� �	� 	���� ���� ��������� +�������� ���	��� � 	���� 	�����
�
���� ���	��	�� �+������ $���� �+��� �!�+�)	 ����) �+���
� �����	������� �!���	� �
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����������� � �
����� �����	� � ������ ������ �������� ������ ��� 
���  ��������!��� "������� ������������
��� �� #���������������
���$��� ������ % ��#����� �������# ���� &�� ���	�� "������ ����'
������������
��� �� �� #��������������� ( ��	��# ������ ����������
�� ����������� ��&���" "������� ������ ������ ���������$��� ����	"
�")�� ��� �� �����������$� ������  ��	��# ������ ��**����+���$���
"������� ���������� ����	���� ��������������

����� x = ϕ(t) � ���	
�
�� �
�� �����	�� U− � U+ � �
���
��
����
�� ����	����	�

� ��	� � ����	� �� ����� �����	�� ������ U− >
> U+ ������ 	 ���� ����� ���������� ��������
�� ���������������
����� �
���
�� �����	��
� dx/dt = ϕ′(t) 
� �
�� �����	� �������!�
�� "�����

ϕ′(t) = (U− + U+)/2, U− > U+. %,��-'

.�� ����������� �� ����� ������ �������� ��**����+���$��� "���� 
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	�� 3�� ����������
��� �� �� ������� ��"���� ������ � ���������
������ � ������ �������� �	����

����� � 	������
�� �����	�	 ���
��� ����*���+���� ���������� 
��# ��� ������� �����	�� �������  ���� 	�� � ��! ������� �������
�1���� ���	��� ��������� �  ����������� ����! ������ �	�� ���� 
����� ������������� �������� 2�� &��� ���	�� ����"���� ��!�� ���	���
��	�� ������� ������� � ���" )� �� ���
��� ���	������ "������ /���!
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���$�������! ���)����$
 ����������

� ������� ��	������ ����� ����� �� ���������� � ��$ ���	�� ���� 
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���	����# "���� 4������������5� ���������� &��� ����� ����������

6� ���� ,�7� ������)��� ��	��� ������� U  ��������! ������ �� 
���� %�������� �����'� ( ��	�� x0 ������� ������ ���	�� ��� ��������
���	���� *"��+�� ���� %U−' � ����� %U+' ������� ������������ 2��
�����$������ ���������� ������ �������� �	��� ���"	����$ ���	����
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��� ������ ����� α0� α1� . . . � αn � ���������
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 �
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∂U

∂t
+ U

∂U

∂x
+
ε2

2
∂

∂x

(
∂U

∂x

)2

= 0. ��
*�
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&
� ���	�������*���+� !��� ��� ��$,"

U =
{
U−, x < at,

U+, x > at;
!��#�"

a = (U− + U+)/2, U− > U+. !��#-"

.�
 ������ �
/�
 �����
���� ��� ������� �
���� ��/�0���� �
 ��
 
�
���� a� )� ��
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�
��� 	
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������ 2�'�
 �&���� 
��� � �
�� ��
 *���+� !��#�" ��
�����
���� ��� ���������
�� ������ 
�� !����"� ���  �

��
���� !���3"� �������0��� �� �� �������
x = at �**����+����
� ���������

)
���
� ������ �������� !��#$"� 4���� ����� �'
 � ���

Uε(x, t) = f(x− at). !��#�"
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�
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� � �
�� ��
 ���� 
� ������� ������ Uε(x, t) �������� !��#$"  ���� 
�� U(x, t) �������� !����"� �����0��� '����� *���+��� &�� 
�� �� ��

f(x− at) → U±, x→ ±∞.

)
������ ������ !��#�" � �������� !��#$"� )� ��
� ������ ��

*���+� f(x − at) �������� ��
/�
� *���+�� 
��
'
 ��'������ z =
= x− at� 6� 	�
��
���� �����

∂U

∂t
=
df

dz

∂z

∂t
= −af ′, ∂U

∂x
=
df

dz

∂z

∂x
= f ′,

∂

∂x

(
∂U

∂x

)2

=
∂

∂x

(
f ′2

)
= 2f ′

df ′

dz

∂z

∂x
= 2f ′f ′′.

)
�������� �� ����/��� � �������� !��#$"� 	
������ ������0��

&���
����
� �**����+����
� �������� 
��
������
 ��
�
� *��� 
+ f(x− at)7

−af ′ + ff ′ + ε2f ′f ′′ = 0,
�

f ′(ε2f ′′ + f − a) = 0.

)�������� ���� ��/��� � �
��
/������ 	
������ ��� ������� *��� 
+ f 7

f1 = C1, f2 = a+ C2 sin
x− at

ε
, !��##"

'�� C1� C2 1 	
��
������
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Uε =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎩

U−,
x− at

ε
� −π

2
,

U− + U+

2
− U− − U+

2
sin

x− at

ε
, −π

2
<
x− at

ε
<
π

2
,

U+,
x− at

ε
� π

2
.

'�� ( )#�!&�	 �	�	�
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0

U

U−

U+

−πε/2 πε/2 x

���� ����� ��	�
�� � ��������
�

�� �������� �t = 0�

���
�"�!���� +�
 ��#�� ε ���� �	�	,�!�
�� U− & U+ ��#� 
 �	�	�
	 -#
�&� & ���.
�*"�����

/�&
� �-������ "�	��� ��,��!	�
0 ���.

�*"��)� �	�	�
0 ��!��
 ������ ������

����� ����� 
�&��� �	��	�*"��	� �	�	.

�
	 ���"�	�
0 ���$� ��
 ��#*, ����	�
0,

ε� 1 2�� ���"�	�
	 �	��	��0 � �������

�!����!�*, ��������*, �,	�� 3 ���4	�.

�	 �	�	�
0 �#	!�	� �-���
�� "�
���
	 ��

"*-�� ��)� h �� !#0 �	0"�*, �,	� ��&�	

τ �� � �	�� ���-* " �-#���
 ����*"� �����.

#�)�#��� ,��0 -* �	�&�#�&� ��#�"�
+�
�	��� ���������� �,	�* !#0 ���"�	�
0 ���$� � 
�&����"	����

"0�&����� ���	� -*�� �#	!����0 �,	��5

uj+1
i − uj

i

τ
+ uj

i

uj
i − uj

i−1

h
+
ε2

2
1
h

⎡
⎣(uj

i+1 − uj
i

h

)2

−
(
uj

i − uj
i−1

h

)2
⎤
⎦ = 0.
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uj+1
i = uj

i −
τ

h
uj

i (u
j
i − uj

i−1) −
ε2τ

2h3
(uj

i+1 − uj
i−1)(u

j
i+1 − uj

i + uj
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τ � h/U(x, t),
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�� ������ $���	����� � ��������� ��%��	�
�������� �������&���	�� ������������	 ����������� !����� ����
 ����
��' #��	��� ������ ��� #����	� ��%��	
� ��	 ��%��		 ���� � ��������	
����	����� ��%��	� � ��������� ������ ��	 h → 0 ��&�� ���������
��&��
" � ��� ����� ��	 ���� ��%��	� ( ���������

����'��� �	��)	
 ��&�� 	�'�&��� ���� 	����������	� �
�	�����
������ ����
	���� 	���� !�	 �������� �� �	���#�����
 *���� ���	�	
	������� ������	
� �����	� ��� ���
 *����� ��	 ��	���		*	�	 ���	�
���)����� 	������� ������	� ��#� ���	�������� � �	**����)	�����

*���� �����	������ 	������ *��)	
 +����	���" ��������	" ������	�"
�������	 	 ���,� $������� 	 ��#�� *���� ���	�	 ������	
" ��	 ������

� �� ����� 	������ ���������� ��	�	������ �����" ����#	�" ���	 �����
��	&��	� 	 �� ��" � ���	 ������	� ����&��� ������ ��������	� ��	�
����������� -���� *���� ���	�	 ������	
 ���������� ���������
��

.�������� ����	�	��
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 *����1

∂U

∂t
+

∂

∂x

(
U2

2

)
= 0. +/��2,

���	���#�	��� ��� ������	� �� � �
�� xi−1 � x � xi" tj � t � tj+11

xi∫
xi−1

dx

tj+1∫
tj

∂U

∂t
dt+

xi∫
xi−1

dx

tj+1∫
tj

∂

∂x

(
U2

2

)
dt = 0,

	�	

xi∫
xi−1

[
U j+1(x) − U j(x)

]
dx+

1
2

tj+1∫
tj

[
U2

i (t) − U2
i−1(t)

]
dt = 0. +/��/,

3����U j(x) = U(x, tj)"Ui(t) = U(xi, t)� 4������	� +/��/, ������������ ���
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 � �
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5����#	 ��� 	���#������� ������	� ��&�� ��� 	�� ��� ���
 ��� ���
��
 �'����	 x0 � x � xI " t0 � t � tJ " ���	 ���	���#�	������ ������
�	� +/��2, �� ���
 �'����	1

xI∫
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(
UJ − U0

)
dx+

1
2

tJ∫
t0

(
U2

I − U2
0

)
dt = 0. +/��6,
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" U(x, t)� V (x, t))

a11
∂U

∂t
+ a12

∂V

∂t
+ b11

∂U

∂x
+ b12

∂V

∂x
= F1(x, t, U, V ),

a21
∂U

∂t
+ a22

∂V

∂t
+ b21

∂U

∂x
+ b22

∂V

∂x
= F2(x, t, U, V ).
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��# U $ ��%���� �	%�
���& F$ �	%��� ������ "����& A B$ ������� %�������	
���#

U =
(
U
V

)
, F =

(
F1

F2

)
, A =

(
a11 a12

a21 a22

)
, B =

(
b11 b12
b21 b22

)
.

'���(	� ����	�� ����
	
�� �)�*+� � �	%���
�� ���	#

A
∂U
∂t

+ B
∂U
∂x

= F.

,�� �	(	
�� ���-� %������
	�
�-� �	%���
�-� ����
	
�� ��-�� !��. ���
���.����
� �����"
�	 ���
���
�	 �/	�� %�����	 ����	
����� ��� �	(	�

�� ��
�-� ����
	
���
0� 
	 !��	� ��������. �%���

�	 ��
		 ��� ��
�-� ����
	
�� � �����


������ 
� ��
�� "���
�� ���"�	 ����	�� �)�*+� ��1
�� ��� �����1	�

��� 2	". ��	� � ����	��/ -��	�!���"	�%�-� ����� ��	�	� ������� C =
=Aα−Bβ -�	 α β$
	%�����	 "����� 3�-�� ���	�	���	�. ���� �������

detC =
∣∣∣∣a11α− b11β a12α− b12β
a21α− b21β a22α− b22β

∣∣∣∣ �)�*4�

����	��� ���������	
� �
�
� ��
����	�.
� α β �� 	�

detC = Q(α, β) = q1α
2 + q2αβ + q3β

2, �)�*��

-�	 %�������	
�� q1 q2 q3 �	-%� �������. "	�	� ��	�	
�� ������ A B
���%����� ���	�	���	�. �)�*4��
5���	�� ����
	
�� � "���
��� ��������
��� �	���-� �����%� �)�*+�


�����	��� ������
������
� 	��� %�������"
�� ����� �)�*�� �����-�	���

� �	 	���	

�	 ��
	�
�	 �
�1��	��#

Q(α, β) = (ν1α− μ1β)(ν2α− μ2β),

���"	� �	%���� {μ1, ν1} {μ2, ν2} 
	%����
	��
�� 6�� �	%���� � %�1���
��"%	 ����%���� (x, t) �!������ ��� 
������	
�� %�����	 
��������� ���
����������������� 7�
�� %����	�.
�� % %������ � %�1��� ��"%	 ��	�
	� /���%�	�����"	�%�	 
������	
�	 
�����	��� �������������
�� 8	�	�
%�1��� ��"%� ���/���� ��	 /���%�	�����%� �����	������ �	 ���� /���%�
�	�����"	�%�� 
������	
���� 3�%�� �!����� ��� ����%���. (x, t) ��1
�
��%���. ����� �	�	������� /���%�	�����% ����� )�4)��
'��	��� "�� � ���"�	 ����	�� ����
	
�� �)�*+� � ������

��� %����

����	
���� /���%�	�����"	�%�	 
������	
�� 	��� �
� �� 	������ ���
����

� ��� ��	/ ��"	% ����%����� 9� �����	������� ��� �	�	����� ����
����
	�
�/ /���%�	�����%� � ����� �! 	� ���"�	 %�-�� %�������	
��
����	�� �)�*+� ������� �� x t U  V  /���%�	�����%� ��-�� �� 	�������.
� ��
�� "���� ����%���� (x, t) � ������������. � ���-��� 5�	�����	�.
�
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� &������������� � ������	
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 �"������'
�����& &������������ ��� ��������

�������������� 	
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 ��
���
���� ��� 
���
���� ���
���	� ����
����
�
 ������� �����	� ��������� � ������	� �
���
���	� � 
��
����� �� �����
����
���� ���
� �
�
� ������� ���������� �
�����
������
�������
 � ����
"! �
"�
	�& �����"
� � 
�#���! ���� (
��#��� �)�
���

�"�% ���
"� &������������� *����
���� )�"��# +
��� ,#��� ��� t = 0
)�"�� ������� )����! (#�-�� U(x)� V (x)� .�	����� �%	
� 
���'
)
� [a, b] � 
�� x � ��)	����� ��
 � ����� �
����� A0� A1� . . . � An

����� ��/0�� . "�
� ��#��� ���!�
 n = 4�

t

0 x

Cå
ìå
éñ
òâ
î I
I

C
åì
åéñòâî

I

���� ����� ��	�
��	����
�

t

0 x

a b

A0 A1 A2 A3 A4

B0 B1
B2 B3

C0 C1 C2

D0 D1

E0

���� ����

1) �
��� A0 ��
�
"�� &������������# ����
�
 ���������� �) A1 2
��
�
�
�  �&
"�� �
��# ���������! B0� 1��
��)#! ��
�
��� �

�
��'
�! �&������������������ �"
�� 
���)�
� &������������ A0B0 � A1B0�
)���!%$�� ��&
"�� #�����!� ������!�� ���
��� (#�-�� � �
�'
��B0� 3��
���
 �&
"�� ������ � "�#��& �
���& ��
!B� ,�� 4�
� � 
�'
����� 
� ���
"� ���
� 4�
� ��
� � !��!���! ��!�
������ 
���)'
�
� t = const� � 
���"��!���! �
����� ���������! &�������������
5���� ������!�� ���
��� )����! � �
���& ��
�� C� D � �� "� ,��

4�
� ���"�� ��) ���� ������ )�"��� +
��� ��� ����&
"� 
� ��
! � ��
%
����
 #)�
� #��������! � �"��-#� ��� ��
 � �
���"�� ��
� �
�#��'
���! ���� 
"� #)��� 6	����� �����! )�"��� +
�� ���"�����!�� �
	
�
����
������ ���#�
���� � �#�
�
 ���"���� ��
�
����
,�� ������ �����
� )�"��� ���
��)#%��! )����! ���
��& (#�-��

� ����-�&� . 4�
� ��#��� �������! 
	����� �)��!���!7 
� ���������
� ����-� x = const� � �
�
�
� )�"�� )����! (#�-�� U(x)� V (x)�
,�� 4�
� �	��)� ����-� ���
��)#%��! &������������� 
"
�
 ����������



��� ��� �� ����	
	��  ���	��� ��������	���

�����	
�� � ������� � �������
�� � ��������� �������� ���� �������
��� ������	 ������	 ��� ���� ������	� x� �� �������  ����� ����!���
�����! ���������� ����"�	���	�

#����������  ����� ����!�������! 	��	���	 ��� ��� �� ������� �� $��
����!�% ��
����� ������ ���!���!� �� �
���	 �����������	���	 ��
����!�������!� �&���� �����	�� ��	���� ������ � ��'����� (��������
!�  ����� 	��	���	 �������	������ ������� �% ���!�� ���!���!� ���
������������	 ������� ���� )� ���!�� ����������	 ����!�������!*�

#�	 ���������	 +���� ��������!� ���������� ��! ������ �� ���
�������	
	���
���������� ������ ,� ���	 ������� � �� � ��� ���!� $�!�
�������	 ������� � ����!�������!� ������	��	 -����. � ���� (j + 1)���

���	 �� ����������	 � j� ���� � /������	 U � V
tj+1

tj
xi_1

xi xi+1A B

���� �����

� ���!�� ����������	 ������	���	 ���� ������
���	��� �� ����� ��%����� � ��'���� � ����
j��� ���	�

0�� �������!�	 ������������	 �����������
��!����������!���  ����� ��!���� �� ���� 1��2�

/���� ���!� � �� ����� ������ ��������� ���3 '�������� ����� 4
����!� ����!�������!� /������	 $��!��% � ���!�� ����������	 A � B
�����	��	 ���������������� ��'���	 � ���� (i− 1, j)� (i, j) � (i+ 1, j)�
5�� ������	 ����������	 ��	 ����������	 ��'���	 � �������� ���
(i, j + 1)�

� �� �����	�
� ���� ������

�� �������� 	
�������� 6��� � �������� ���������������� � ���
"������% ���!��!� ��������% � ������ � ��������� � ������� ���	�!�
	��	���	 �������� ���������� ��������
�� �������� ���� !�������%�
7��!���!� !�������	 4 ������� �������������%� �� ����% � ��������
 �� ���� ����� 	��	���	 ��� 	 t� 8�� � ����� ������� � � ���� ���
�� � � ��������� 	��	���	 ��!"� ���������������� !��������� x� y� z�
9 ����� ���� �� �� !��������� �������� ���� ������ ��� ����� � �����
 ����� �������� ��������	�

�����
��� �������� �
	������ ��������	 �
������� ��������� �	�
��
��� ������� ��	�
��� ����
���	 ��������
�������� ������	����� ������
���� � 	���� ����
����� ��������� 	������ �	�
��� ��	
���� � �
���� �������
����
��� �������� �
	������ ����������	 ��	 �����������	 !�������%
���!�% �������� ) � �����*� �
���
��� �������� �
	������ ���������
��������������� ���� � ������������ )����� ��� ��!���� ���� � "��!��
���� ������� ���� � ����'��% ����� � �� ��*�

:��� ���� ���� ����� �������� ���������� !������  �"�� ������� �
����

∂2U

∂t2
= a2 ∂

2U

∂x2
. )1�;<*



� �� �����	�
� ���� ������ ���

��� ����	�
�� ��������� ��	��� ������� ������� U(x, t) ���������
��������� ��	��� � ������ t� � ���� ���
�� a2 = T/ρ� � � T ! ����"
����� ��	���� ρ! �� �������� #��������$ ��������%� &�������� �	� ��"
����'��� ������� �� �� ������� � ���� �� �	������' �  ����� ��	����
&	��� ����� �	������� #(�)*$ +�������  �� ���
�� ����� �� ����������
� ���
�� ����� ���� ��������� � �	���� 
���� �	�������  ��������"
�� ������	�� ������� f(x, t)� �	����	�+�',�� ���-��� ��+ ��������
.��	��������� �	� � ���������%���� �	������ �� �
����������

/	�����-�� +� �
��  �� �	������� #(�)*$ �������� +� �
� &�-�0 � ��"

��%��� ������ �	����� +� �'���  �� ������� #����
����� ������� 	��"
�� ��	� �� �� �,�� � �	������� �	��+�� ��� �� t$0

U
∣∣
t=0

= U(x, 0) = ϕ(x), ∂U/∂t
∣∣
t=0

= ψ(x). #(�)1$

2�� ������� �������'� ��
��%��' ��	�� ��	��� U = ϕ(x) � ���	���% ��
��
�� ψ(x)�

3� �	������ 
�,� �	�� ���� 	�-��% �� +� �
� &�-�  �� �������
���
��	���� � ���-����' +� �
�  �� ��	���
����� ��	��� ������	��  ��"

i, j+1

i, j 1, j

i, j_1

i_1, j

h h
Ñ

Ñ

t

0 x

+i

���� ����� �	
�� ���� �����

�� l� � ���� ���	
� �

�� ��
��	���
������� �
 �� ����
�� � 	
�������� ���
�
���������� ����
� �� �������� �
���
����� � ��
��	��� ������� ����� ��

U
∣∣
x=0

= 0, U
∣∣
x=l

= 0. #(�)�$

4������	�� ������	�� 	�+�������
����  �� 	�-���� +� �
� #(�)*$ 5 #(�)�$�
/	�����-�� �������� ����� �	��������
���� ���� �	��� #-����� ����+�� ��
	��� (��6$� 7������ � �	������� #(�)*$
���	�� �	��+�� ��� ������� ������� U
�� t � x � ����
��"	�+�������� ������-������ � ����,%' +��
����

����
��� ������� uj
i � �+�� ����� (xi, tj)0

uj+1
i − 2uj

i + uj−1
i

τ2
= a2u

j
i+1 − 2uj

i + uj
i−1

h2
,

i = 1, 2, . . . , I − 1, j = 1, 2, . . . , J − 1.

����
 ����� �
��� ����� ���
����� �� ��
	���� ����	���  ������
�
 (j + 1)!� ����"

uj+1
i = 2(1 − λ)uj

i + λ(uj
i+1 + uj

i−1) − uj−1
i , λ = a2τ2/h2. #(�))$

#��$� �
� �%�	�� � ����������� ����
�� �� ���������� �����������
��
	���� �
 (j + 1)!� ���� ����� ��
�$ ��&���� �
 j!� � (j − 1)!�
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� ��	� ���	 �� ���
��
 ������ 
���� ���� ��� �	����
�� �����  ������� � ������
 � �����
 ����� ������ ��	� �����	���
��� �����	�� � ��
� �! ������� ������" �������
# ������
 ���� �
��


u0
i = ϕ(xi), i = 0, 1, . . . , I. ����	�

$�� ��������� ������� � �����
 ���� ����������
�� �	���
 �����
��
 �������
 ������� ����������! ∂U/∂t �
���
 %������������	��"
����%��
&��"� ' ����	�"��
 ����� ����!	

∂U

∂t

∣∣∣∣ t=0
x=xi

= ψ(xi) ≈

u1
i − u0

i

τ
. ������

(� �	��� ���	������� 
���� �"	� ������� ��	����" ���%&�� � ����
��
 ���
����
 ����)

u1
i = u0

i + τψ(xi), i = 0, 1, . . . , I. ����
�

�	
�	�
� �	� ����%��
&�� �������� ������� � ���� ������ �����
��	 ����%��
&�! �������" ��������&�����" ����) ���������	�
����%��
&�� �	����	�� �����%O(h2 + τ )� 	� �� ������� �����% �� τ �
��	� �
 ���
 ������ �
��	 �	���" ������% ����%��
&�� �� h �
τ � ��������� 
���� ������	�� ���� �
��	� ����
� ���	� ����� 	�����
�����	������

u1
i = u0

i + τ
∂U

∂t

∣∣∣∣ t=0
x=xi

+
τ2

2
∂2U

∂t2

∣∣∣∣ t=0
x=xi

. ���	��

'
��	� ∂U/∂t ����� ���	� ψ(x)� * �������� ��� �	���" ����������"

���� �"	� � ������������
 ��������� �������� ������ � �������
�������� ������� ������� ������


∂2U

∂t2

∣∣∣∣
t=0

= a2 ∂
2U

∂x2

∣∣∣∣
t=0

= a2 ∂
2ϕ

∂x2
.

+��� ���	�� �����
�	 ���

u1
i = u0

i + τψ(xi) +
a2τ2

2
ϕ′′(xi), i = 0, 1, . . . , I. ���	�

,����	�� ���
 ������ � ���	�
 ���	� �����	 ���������	�! ����%�
��
&�� �����% O(h2 + τ2)�
��� ������� �
�����" ���� � �������
� �������
� ��� �������

	� �� %��� � %��&� ���
	����
��� �	���% ���� ������� �
�"
���%&��� �	���" ������% ����%��
&�� �������	��� ' �	�
 ����� ���
�����	� %�"��� ���� ��	%� ������!	 � �������� 	��%� -x0 = 0�
xI = l.� ���%� �������� ������� 
���	 ���	��� � ��� ����������"�



� �� �����	�
� ���� ������ ���

��������� 	 
���� 
	������� ����

���� a� T � I � J

h = 1/I � τ = T/J �

c1 = aτ/h� λ = c2
1� c2 = 2(1 − λ)

��� i �� 0

u0
i = ϕi�

u1
i = u0

i + τψ(xi)

�� I

��� j �� 1

uj+1
0 = 0� uj+1

I = 0

��� i �� 1

uj+1
i = c2u

j
i +

+ λ(uj
i+1 + uj

i−1) − uj−1
i

�� I

�� J − 1

�	��� uj
i


�� ��� �������� ������� ������
���� ���������

������� ��������� 
������ �� ���
�������������� ����� ������
� �
�
��	��

∂U

∂t

∣∣∣
x=l

= 0. ������

�
�� ��� �
��	�� ����
��� 	 ����
��
���� 	��� 
 ���	�� ��������
������
������� �� ����� ��
�� ���
����
������ 
���� 
����� ������
�� O(h+ τ2)! "������ ��� 
�������
��� 	������ ������� ������ 
����
�� h ���������� �������� �
���
	�� ������ ������
�����	��� 
� 	���
��� ��������!
#�

��������� �����
���� 
����

������ �� ���� ����� $%!&'( )
$%!&*( �
��	�� �
����	�! �������
����� � ��
��������
��	�� �
����
�	�
�� ����� 	��

aτ

h
< 1. ����	�

+����	�������� ��� 	���������

����� �
��	�� � 
 ����� ������
��

����� 
���� ������ 
�����
� � �
����

��� ����� 
� 
����
��,O(h2+τ2)!
-����� 
���� �
�� �
��������
� 	

�������
��� ��
����! .�� ���
���	��� ���������, ����
�� ������

��� �� ���� U(x, t)� ������� ����� �������	��� �����	����� ��	�����
�� �������!
/������� �� ���� ����� ����	� 0 ������ 
 ����1�, ������ �	���

�����
���� 
���� ���	���� �� ��
! %!22! 3��
� ����
��	��� ���
����
 �� 	������� ����� 	
� ������� 
������ 4������� ������,1�� �	�����
��� ��

�	� �� ���� 	��
����� ������
� 	 ������ �����,����� � ��
��
�� ���� ����� ����
����� 	�	�� ����������	! 5���� ���� �� ����
��
������� �������� �� ���� �� � �� ���� 
����� �� 
��������� ��
������! 6�	�� ����������	 	 ����� 
���� ����� �����	����� 	 �����
�

� 
��� $
�! ��
! %!7'(!
+�1�
�	�,� � ������ �����
���� 
���� �� ���� 	����	��� ���	���

���! 6 �
���
��� ������ ������� �
������	��� ���	��� 
����� ���� ���
��	���
� �� ���������� �� 	������  ���� ���������� �
��	��� ����	�!
8�� 
���� ����� ��
��,��� �
����	�� ������ �������� �� ���� ���
��� � ��������� ��� �����,���� �
�����,�
�!

�� ���� ���	
�� ��� ��������



��� ��� �� ����	
	��  ���	��� ��������	���

�������� �����	
�� �	���� ��	��� ����� ���������� �� t �
�����	��� ������ ������������	�� ��� � ���		� �� ��	����	�����������
�� � ������ ����	��
 �	�����
 ���� �� �� ����� j − 1� j� j + 1�
���������� �� x ���	��	� ���������
 		 ���������� �� �� (j + 1)��
� (j − 1)�� ����� !���� "�#$%&

uj+1
i −2uj

i +uj−1
i

τ2
=
a2

2

(
uj+1

i+1 − 2uj+1
i + uj+1

i−1

h2
+
uj−1

i+1 − 2uj−1
i + uj−1

i−1

h2

)
.

'� (��)� �������	��� ��*�� �������� ����	�� �����	��
 �������
�	���� �	���	���+� ����	��
 �	�����
 ���� �� �� (j + 1)�� ���	&

λuj+1
i−1 − (1 + 2λ)uj+1

i + λuj+1
i+1 = (1 + 2λ)uj−1

i − λ(uj−1
i+1 + uj−1

i−1 ) − 2uj
i ,

���	
�

λ = a2τ2/h2, i = 1, 2, . . . , I − 1, j = 1, 2, . . . , J − 1.
�����	���� �	����� ��	�� ����
���� � �������� �� ��������

O(h2 + τ2)� ,���	�� ���	
�+� ��)	�����	���� �����	��
 ���	
� ��*���
� ���������� �	���� �	����� ���)����� - (��
 ����	�	 ��	��	� ��������
��������+	 �������+	 � )������+	 �������� .�� �+��*	��� ����	�� ������
��� ���	�� ��)�� �+�� �����������+ ��� �+����	��� ����	��
 �	�����

���� �� �� ���	��� � �	���� ����� �� ��	�	���

��� ������� ���� ��� ��	� �	�������+� �����������	��+� �	�	�	��
�+� ������+	 �����	��� �������� ���

j+1

j

j_1
i _1 i+1i

���� ����� �	
�� ��

���� �����

∂2U

∂t2
= a2

(
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2

)
,

∂2U

∂t2
= a2

(
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2

)
.

/�� ��� ���*	 ��)�� �+�� ������	�+ ��������
�+	 ��	�+ �� �����)�� � �����	��+� ������+�
�����	��	�� 0���� � ������� � ���� ��� ��*��
���������������� ���������+	 �� ������� ��	�

�����������	��+� �	�	�	��+�� ���� 	��	���	���� ����*��	� ��)����� �
��	��	� ������	���� ������� ��1	��� ������ � ��	�	�� ��	��� �������
�		 ����	��+	 ������ ����� ��������	�+ ��*	 ��� �����	��� �	�������
���������

�� �������	� 
���������
	� 0��		 !��� 2 3� ��� #� $% �*	 �+��
������	�+ � ����	�����+ ��������+	 ��	�+ �	�	��� ��	�����
 ������
��� �����	���)� �����	��� �	��������������&

∂U

∂t
= a

∂2U

∂x2
, 0 � x � 1, t > 0, a > 0,

U(x, 0) = ϕ(x), U(0, t) = ψ1(t), U(1, t) = ψ2(t),
���	��



� �� �����	�
� ���� ������ ���

���� �����	
� ��	 �������
�	 �	�� � ��
�� ����� � 
	��
�� ���	��

� ��
�� �	�	 �
��	
�� �	���
�� ��
���� uj+1
i 
� �	�
	� (j + 1)��

���	 ����������� �	�	� �	�	
�	 
� 
��
	� ���	 � ���� �! ����
��	�

�� ���
��� "�� 
����	
�� �	�	
�� 
� (j + 1)�� ���	 �� 
	��
�� �	�
�	 #��� �����	
� ��	���$�
���
�� ����	�� ��
	�
� ��$	#����	���
����
	
�� ������% ������� ���	� #��� �	�	
� �	����� ���$�
���
&	��
�� �	�� #	������
� ���������% ��
�� �	�� ��������� ��� ���

���
	
�� �������
aτ/h2 � 1/2.

'#	 �	�� ������� � �	�	
�! ����
�� ������ �� ��������!O(h2 + τ )�
(	�� �����% ���	� ������	
���� ������% ��$�� �
��	
�� ���������
��

��� )�	��	������* U 
� $��
��� x = 0% x = 1 ���	�	��!��� ����

���
��
������ ψ1(t)% ψ2(t)� '�
��� $��
��
�	 ������� � ��	��

�� �����
�	 ������ ��$�� #��� � �
���% � 
� ���	� ������ ��������
�� �������
��
����� &�����	�% 	��� ��
	� ��	��
� x = 0 �	������������
% �� �����
��	 ��		� ���

∂U

∂x

∣∣∣
x=0

= 0.

� +��� �����	% ��� � ��� �	�	
�� ���
���$� ����
	
��% ��

�	 ������	

��
� ���������� � �	�� �����% ���	� � ���
���
�� ���	�
,	�	��	� �	�	�� � ������	
�! ���
���
� �	� ��� ����
	
�� �	��

��������
���� � ����� �������
���	

��� �	�	�	

���� ,������ ���
�������� a = 1� -�$�� +�� ����
	
�	 ���
� �������� � ���	

∂U

∂t
=
∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
. ������

,���� ��� t = 0 
�����
�	 ������	 ����
� � ���	

U(x, y, 0) = ϕ(x, y). ������

� ������	 �� ���
���$� ����
	
��% ��	#�! 	$� ��� 
�����
� �������%
� ����
	
�	 �	���������
���� ����� ������ �	���� ��������
�� �� t% �

	�#����� �������� ��
� 
�����
�	 ������	�
.���� ������ �	���������
���� ��� ��������% �������	��	 ����	��


�� ����
	
�	� ������% �	��!��� � �$��
��	

�� �#������ -�$��% ����	

�����
�$� ������� ������% 
��
� ������������� $��
��
�	 ��������
� ����
����% 	��� ����	�
�� �#����� ��	�������	� ������$���
�� ���
����	�	���	� 0 � x � 1% 0 � y � 1% 0 � t � T )���� /�01*% �� 
��
� �����
���� $��
��
�	 ������� 
� 	$� #����� $��
�� &�����
�	 ������	 ������
����
� 
� 
��
	� ��
���
�� ������	�	���	���
��	�	� �����	���! �	��� � ��	����� � ���	 ������$���
� ������

�	�	���	���% ��� �	$� ����	�	� ��� �	�	����� ��������	�2 xi = ih1 )i=
= 0, 1, . . . , I*% yj = jh2 )j= 0, 1, . . . , J*% tk = kτ )k= 0, 1, . . . ,K*� 3
��	
�	
�	���
�� ��
���� � ���� (xi, yj , tk* �#��
���� �������� uk

ij � 4��������

+�� �
��	
��% ���
� ��������� ���
���
�	 �	�� ��� ����
	
�� �������

���



��� ��� �� ����	
	��  ���	��� ��������	���

���������		
� �
�� ���
 ��� ��	����	��� ����	�	�� ����� �������
���� 	� ������	
� �������

�������� ��	�� ���	���	�� ����� �����	 ������� ��������	 	�

t

T

0 1

1

x

y

���� ����� ���	
���
�������

i, j,k+1

i, j+1, k

i+1, j, ki, j, ki_1, j,k

i, j_1, k

���� ����� ������ ����
����
��
��

����  �!"� #$$���������� $�������	
� ��	���	���� ��	��	
 ���	��
����� $������� ��������� �����	�� ����	�	��%

uk+1
ij − uk

ij

τ
=
uk

i+1, j − 2uk
ij + uk

i−1, j

h2
1

+
uk

i, j+1 − 2uk
ij + uk

i, j−1

h2
2

.

&����� ���	� 	���� ��	�� �
����	�� ��� �	���	�� �����	�� '�	�(��
	� (k + 1)�� ����%

uk+1
ij = (1 − 2λ1 − 2λ2)uk

ij + λ1(uk
i+1, j + uk

i−1, j) + λ2(uk
i, j+1 + uk

i, j−1),

λ1 = τ/h2
1, λ2 = τ/h2

2.
������

)������ ������������ ����� ���

λ1 + λ2 = τ/h2
1 + τ/h2

2 � 1/2. ����	�

��� λ1 + λ2 = 1/2 $��������� �����		� $������ ��� ���
 * �+ ,%

uk+1
ij = λ1(uk

i+1, j + uk
i−1, j) + λ2(uk

i, j+1 + uk
i, j−1). ������

������		�� ���� ������� �� �������-� O(h2
1 + h2

2 + τ )�
.�����
 * �+ , ��� ������ $����������� ����� �������	�	
� ����	��

��	�� ��� $�����������-	��� �
�����	�� �����	��'�	�(�� �� �	����	�
	� ���� ����� k = 1, 2, . . . ,K� /� 	������ ���� ��$��-������ 	����-	��
������� ������� ������� ��$��
������ � ����

u0
ij = ϕ(xi, yj). ����
�

0	���	�� uk
0j � u

k
Ij � u

k
i0� u

k
iJ � ���	��	
 ���� �
��������� � $����-�

���	��	
 ��������



� �� �����	�
� ���� ������ ���

�������� �	
	��� �	
����� ������ ��� ����	����� �����	��� �	��
������������ �������	� �� ��� ����� ��	� �	
	��	 ������� �� ����
���� ����	� !���� vij" � �	���	� !���� uij"� #��$� �������%�
������ �	�������� &���������� � ��������� �� $��$�	����� ����
'��� ������� (%��� �	��������� ����������� �� $����� ��	) ����
����� ��	�� 
�� �%���� !�� ��� ��*+"�

���� T � I � J � K

h1 = 1/I � h2 = 1/J � τ = T/K�

λ1 = τ/h2
1� λ2 = τ/h2

2� c = 1 − 2(λ1 + λ2)� k = 0

uij = ϕ(xi, yj)� i = 1, 2, . . . , I − 1� j = 1, 2, . . . , J − 1

����	
���� u0j � uIj � ui0� uiJ

����� k� {uij}

�
 k �� 1

vij = uij � i = 0, 1, . . . , I � j = 0, 1, . . . , J

�
 i �� 1

�
 j �� 1

uij = λ1(vi+1, j + vi−1, j) + cvij + λ2(vi, j+1 + vi, j−1)

�� J − 1

�� I − 1

����	
���� u0j � uIj � ui0� uiJ

����� k� {uij}

�� K

��	� ����� �
������ ������ ���������� �������� ���
���������	��

,������ �	�	�� ����-��� ��������- �	����- �	�� ��� �	
	�
��� �����	��� ������) ����������- �	�	 ���	� ��� �����	����� �����	�
��� �	�������������� �����$������ � ������ ����%	 ���������%	 ��



��� ��� �� ����	
	��  ���	��� ��������	���

�����������	��
� �	�	�	��
� �� (k + 1)�� ��	� �����	� �	����		
���������	 �����	��	�

uk+1
ij − uk

ij

τ
=
uk+1

i+1, j − 2uk+1
ij + uk+1

i−1, j

h2
1

+
uk+1

i, j+1 − 2uk+1
ij + uk+1

i, j−1

h2
2

.

������

��� �����	��	 ����� �������� � ���	 ����	�
 ��	��
� ��	�����
�	���� �����	��� �������	��� ����	��� �	������ ���� �� �� ������
��	�

λ1(uk+1
i−1, j + uk+1

i+1, j)−(1 + 2λ1 + 2λ2)uk+1
ij +λ2(uk+1

i, j−1 + uk+1
i, j+1)= −uk

ij ,

λ1 = τ/h2
1, λ2 = τ/h2

2,
������

i = 1, 2, . . . , I − 1, j = 1, 2, . . . , J − 1.
! "��� ����	�	 �����	��� ����� �������� �������
	 �����# �# ���	�
�		��# ����	��� �	������ ���� �� � �������
� ���� $�% 	% ��� i =
= 0, I& j = 0, J'% (� ��	��� ��	 �	)	��	 ��������# �� ���������
�����# ������� ��	�����	����� � ���	 ����	�%

*���	�� $+%+,'� ����	���# �# ����	����� �����	��# �	���������
������ ��		� ��		 ����
� ���� �	� ���������# ����	�� ������ �#
�����	����� ����#� ������� ����� �	)��� �	����� ��������% -����
�������� �����������	��	 �	#���� ��	�
 �� ������	��
� ����� ����
����� � ������	����� �����	��� �
�����	����� �������� � ��	�
��	��� ��.	�� �
���	���%

����������	 
��� ���	� ������ 
��
���
 ������� ����������� �� ��� ��
���	��� τ � ���������� � !�����
 ����
�� "!�����!�� �#������� !�����$
��� %����	����� �� ������� ���	�� �� ���
���� ����� ������ �� ������$
���&�� #��&��	  �������	 ���� �� ���	��� (τ ∼ h� � ���#!���� 	��&����
�#'�	� ���������� (�� � ��� #!�!� ����	������ � �� )

�� ������	 � 
�	�� �
�	��	���� /������ ������	��# ��������
����	�
� ��	� #�#	��# �����	��	 ����	�� �� ����� )��	 �� ��	�	���
�% 	% �	�	���� �� k��� � (k + 1)��� ��� �� ���	��
	 "���
% -���	
��	�
 ���
���� ������� �����	
���� �� ������� ������ �����% /��
������#�� ��	����	���� ��� #��
� ��	� $������� �
�����	��
� ��
������'� ��� � �	#��
� $����������� ��	�� � ���)��� ����	��#�� )��
�� �� ��	�	��' � �)	�
 �������� "��� ��	��� �	���������%

/���� �� ����� ��	�� �������	�
� �# �	)	��# ����� ��� ������
���� �����������	��
� �	�	�	��
�� #�#	��# ����� 	���������
��	���
���� $� ��	�����	 ����� ����	���� ����	 �������	 	���
����
	�	������� �����'% *��� "��� ��	�
 ������� � ���� ��� )�� �� ��	�	��
τ �	���# �� ��� ���)���% 0	��
� �� ��� ���������# �� ��# k �� ����
�	��������� ��# t = tk + τ/2� �����
� ��������	��# ��� 	
� ���	��
��� k + 1/2% 1����� ���)�� ���������# �� ��# k + 1/2 �� ��# k + 1%
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λ1 = τ/(2h2
1), λ2 = τ/(2h2

2), i = 1, 2, . . . , I − 1, j = 1, 2, . . . , J − 1.
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τ
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,

uk+1
ij − ũij

τ
=
uk+1

i, j+1 − 2uk+1
ij + uk+1

i, j−1

h2
2

,

i = 1, 2, . . . , I − 1, j = 1, 2, . . . , J − 1.
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∂2U

∂x2
+
∂2U

∂y2
+
∂2U

∂z2
= F (x, y, z). ������

)�� F (x, y, z) = 0� ��  ��
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U(x, y)|L = ϕ(x, y). ����	�
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U |t=0 = ψ(x, y). ������
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ui+1, j + ui−1, j + ui, j+1 + ui, j−1 − 4uij = 0,
i = 1, 2, . . . , I − 1, j = 1, 2, . . . , J − 1.
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u0j = ϕ(x0, yj), uIj = ϕ(xI , yj), j = 0, 1, . . . , J ;
ui0 = ϕ(xi, y0), uiJ = ϕ(xi, yJ ), i = 0, 1, . . . , I.
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uij =
1
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(ui+1, j + ui−1, j + ui, j+1 + ui, j−1). ������
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���� 	����������� ��� x� (�
 �	������������ 	������� ��� ����/�
l1� l2� l3� /������ �����
� 	�
���'�����/ �� ������ 	����� 	����
����
������ h� 3������ U ����� (������ 	���������� ������ �������
0��/��� ui� /����
 � /������ �	�������� �� ����/� li � ������ ����/�
�� ����� 	��������� x� �� �� ui = ui(x)  i= 1, 2, 3$� 8� ����/�� l0 � l4
������
 u0(x) � u4(x) ����� '��������� ������
���

6������� ��������. ����� ��
 �	��������
 ������� 0��/��� ui(x)�
&		��/������
 � ��������� ������ �����. 	��������. 	� y � 	���2�.
��������
 /������� ��������� 	�������

d2ui

dx2
+
ui+1 − 2ui + ui−1

h2
= 0, i = 1, 2, 3. ������

4�/�� ������� ������� ����� (������ ������� ����	� ����
��
 / ���
����. /������ ����� ��
 ������� ���/�������� ��00������������
��������� ������ ������������ ������� ��/���� 0��/��� ����� 	�
�
��� l1� l2� l3� , ���� ������� ����� ����	
� )�������� ������
 ��




���������	 ���

��������� ������ 	�� x = a
 x = b ���� 	������� �� ���������

ui(a) = ϕ(a, yi), ui(b) = ϕ(b, yi), i = 1, 2, 3.

��	�������� ������������� y ������ ����� ������� � ��� �������

����� ������� �������� �������� 	�������� ������� �������� ��� �� 
	�������� ����� ��������������� ��	�������! �������"�� ���������
�������#

$���� 	����� "�����
 ��	��������� ��� ��"���� ��������������
�����# ��	�����
 ���� ���!��� ��� ����������� 	��������� x
 t
 � �� 
����� 	������� �������� ������� �������� 	��������� x
 �� ������ 
������� �������� 	� ���� 	���������# %���� �������� ������ ����������
�������&�"���� ����������������������������������� ���������
����

du/dt = f(u, t), u = {u0, u1, . . . , un}.
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� ������� �������	� 
������� �������� ������  �	���������� ��������
��������  �������� ������� ��������� (r, ϕ)� r0 � r � rI � 0 � ϕ � π/2�
�����
������� ������������
� ��������
 ������ � ��������� ������� 
�!� �"��! �� �������� �# ��
�$ �# ����
��

�� %������� ��	����� ������� ��������� ������ ��� ���������	� �������	�

������� �������� � ������������� ������ ���������� �"��!�

� ������ �����


∂U

∂t
+

∂U

∂x
= 0, 0 � x � 1, 0 � t � 1,

U(x, 0) = x2, U(0, t) = t2 :

&# ������������$
�# �
��
� �� ���� �"��� ��� ����	� �������	� ����$ ������� h=τ =0.1$
# � ������� ����������$ ��� '��� 
��������� ��� ���� �"��� 
�����

�������� � ������ ���
����� 
��������

�� (�����)������ ��	����� ������� �
�����	� 
������� ��������
*��� ���� +�,-# ��� ��
���� ��	�� ����� ���� K �� ������� �����!� L� �
����"����� !���� ���
�����! �� ��������� �����

�∗� %�������  
��
������� ��� ��	����� ��"�.����� ����!��	� �������
�����������	� 
������� �������� � ������������� ������ � !��������
����!��

�� %������� ��	����� ������� �����������	� 
������� �������� �� �"���
������	� ����� � ���
�������� ���������

�� /�������������� 	�������� 
����� ��� �������������	� ���)� ����. 
�� ������ �� ���!� ���������

�� 0�� ��������� ��	����� ������� �����	� 
������� *��� ���� +�11#� ����
����
���� � )���� '������� ������ �����! "������ �� �� ���
�����!� �
���� �������� �������� �
��)�� �� ���" �������������!" ����"2
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� ����
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∂2U

∂t2
= 4

∂2U

∂x2
, 0 � x � 1, 0 � t � 1,

U(x, 0) = x, ∂U/∂t(x, 0) = 1, U(0, t) = 0, U(1, t) = e−t :
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���# �� � �
�
��� ���
� ���$� �� � �
�
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� ���$�

��� %$�
����� ���� & ��� �������� ∂U/∂t = 2∂2U/∂x2� '��
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∂2U

∂x2
+

∂2U

∂y2
= 0, 0 � x � 1, 0 � y � 1,

U(x, 0) = U(1, 0) = sinπx, U(0, y) = U(1, y) = sin πy.
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��������	�
� ��������

� �� �����	�
�� ����

�� ������	 
��	����� ��������	�
� ��������� ���������	 ��
��
��������� ����������	 ���
��	 � 
����� ��������	 ��� ���
�� ������
���� � ����� ������ ����������� �������� ����� ���

b∫
a

K(x, s, y(s)) ds = f(x, y(x)), a � x � b. � �!"

#���� x$����������	 ��������	� y(x)$��
���	 ���
��	�K(x, s, y)$
���� ������������ �������	� f(x, y) $ ����	 ����� �������	� s $
��������	 �����������	�

% ����������� �������	� �����	� ������ ��������� ������ ��
������&��
�� ������' ������
�� 
�������' ��&���
� � �� ��"� (���������	
���� �������' �������	 � ���� ��
���� ��&�����	 �����������	 ��
��
� �� ��������� 
�����������& ��������& �&�� ��	 ��
����& �����
����� �� ���������� � ��&���
� ����)��' ����"�

*�	 �)���	 ��
����& ����� ������� ������������ ����������� ����
����	� ��� ���������������� +������ ��������
� ������ %�)�

dy/dx = f(x, y), y(x0) = y0

����� ���������� � ���� ������������ �������	

y(x) = y0 +
x∫

x0

f(s, y(s)) ds.

,�
�� ������� ����������� �������� ������� �����- ��������
� ���
����� � �������������� ������	 ���������� ��� ��������" ��	 ����
�������� �� ������

.������ ��� ���� ����������� ����������& �������'� /�����
��� � �!" �������� ��	 �����	 ����' ����������' ��������' x� .���
�
���
� �������� ������������' ������ �������������������&�������
��& x1� x2� . . . � xn� *�	 ��
����' �������G � ������������� n������
���������� ���������� ����������� �������� ����� �������� � ����

∫

G

K(x1, . . . , xn, s1, . . . , sn, y(s1, . . . , sn)) ds1 . . . dsn =

= f(x1, . . . , xn, y(x1, . . . , xn)).



��� ����� ����	
����� �
�������

������ 	�
��� ������	��� �	������� ����������� ��������� ��
������ �������	��� �����	������ �	������� �������	��� �����	��� ���
������ �������	����� ! �� "� �	�� #	� 	������	���� ��$$�	��%��
������ �	������� #�	���� �� ������	���� ����� ����&�������� �	���
����� & �������	���� ��	������ � �������� #	����������� �	�����
����	
���� �	���� #������� � ������� 	�
��� 

�� ���� ���	
������ �����	���� '�	������� 	������	����� ���
����	��� �	������� �( )� *	������ ��&���	�� ������� ������ ��&��
�	�������+ &���	��+ � ����� ���	���+ ��"�� � #	�&�����&�� #	���"����
�+ � �	���� ���	���+ �������� ������� 

,	������ �( )�+ � &���	�� ��&��� $��&%� ������ �������+ ���������
� ��������� ����	
������� 
��������� '���� �� ��� ����� 
���
����� �
��	����� ��
��	� 
���

b∫
a

K(x, s)y(s) ds = f(x), a � x � b. �( ��

�
������� �
��	����� ���
�	� 
��� ����� ���

y(x) − λ

b∫
a

K(x, s)y(s) ds = f(x), a � x � b. �( -�

! �	������� .	�������� �	� K(x, s) �#	������� � ��	������� ��
&���	��� a�x�b+ a�s�b /���K(x, s)=0 #	� s>x+ � � �	� ������� ��
��� ����&� �� �	��������&� a� s�x+ a�x� b+ �� �	������ �( �� � �( -�
#�	����� � 
������� ������

� �������������� ��
��	� � ���
�	� 
���0

x∫
a

K(x, s)y(s) ds = f(x), �( 1�

y(x) − λ

x∫
a

K(x, s)y(s) ds = f(x). �( 2�

�� ����� 	������	����� ������ �� �	������� ���	��� 	��� 3�����
�� �	������� #�	���� 	��� ����� ��&�		�&��� #������������ 4�
	������	���� ������� �� 	��&� ������� &	��&��� &�	�� 3������ ��
�+
��� �� 	�
��� ��&�		�&���� �����+ � � �	������� �( �� ��� �( 1�+ �����
���� ��#��������� ������ 	����	���%�� 

/��� #	��� ����� �	������ �( -� 	���� ����+ �� #�������� ����
���
��� 
������� �
��	����� ���
�	� 
���+ &���	�� ��"�� ��#����� � ����

y(x) = λ

b∫
a

K(x, s)y(s) ds, a � x � b. �( 5�



� �� �����	 
����� ���

��� ��	
���� ������	�� ����
�� ���
	������ ������ y(x)=0� ���
���� ����� ���� ����	
���	 �	�	 	 �	 �����
����� ��	 ���� !	�	���"
�� λi# �� ������$ ��	
���� �%�&� ���� ��� ��� �� ���� ����"
�� y = ϕi(x)# �	��
	'��� ����������	
 �����
�	
 ���	 K(x, s) �
��	
���� �%�&�# 	 ��
� 	'(� � ������ y = ϕi(x) ) ����������	

�����
�	
�

* � � � �� 	 +� � � � � � �� 	� ���
 λ �� �������� ����������	 �����
�
�	 ���� K(x, s)# �� ������������ �������
� �%��� 
	��� ��
���������
����������� �����
� y(x) ��
 x∈ [a, b]# � ����
���	 ����� ������ �����
�������� �������
� 
�
 �� 
	��� �����
�# 
�
 
	��� 
� ���
�������
	���������

,��	�� ���$ ��������$ 
	���'���� ��	'� ��	
����+�������"
�	 
������ ���	 � 
�(���
����� �
		���
��	 ����	 K(x, s)#
�� �� ����	

K(x, s) = K(s, x).

-����� ��� ���� ���	�	�� �����'(� �
�.��
	�/
0� ������ ��� ���� ���� $��� �� ���� �����
����� ��	 ���1
�� 
�� �����
����� ��	 ��� ������ ���� ���	 ��.��
������1
�� �����
����� 2���3 ϕi(x) ������ ���� ���	 �������	����# �� ��

b∫
a

ϕi(x)ϕj(x) = 0, i �= j.

4�	
���� ,�������	 �%�5� �� ���� �����
����$ ��	 ��.� -���
��"
��
�'(�� ���������� ��	
����# �� �� �� f(x) = 0# ���� ������ ��
"
	����� ������ y(x) = 0� -����
	������# ������������ ��	
���� �%�5�

����	 �� �'��� ��	 �� λ ���� ������#  �� ��� �����
������

6�	�# ����
��� �	�	 	� ��� �	���	��
	���$ �����	����$ ��	
��"
�. �
��'���/

0� �	$������ ������ ������������� �����	������ ��	
���� ��
�	�	���� ��	 �� �	�	����	 λ1

�� 
� ����� �����
����$ ��	 ��.  �����	�� ����
����
�'($ �
�����
����$ 2���3. ����������� �����	������ ��	
�����

� �� �����	 
�����

�� ������ 	�
������������ 	����������� ��� ������.�� ��"
���� ������ �����	����$ ��	
���.# �������
	
���� �(� �	�����
�� ���
���� �����'����
� 7	������� ��	
���� +��������	# �	��	

��� 
 
��

y(x) = f(x) + λ

b∫
a

K(x, s)y(s) ds. �%���

�� ���� ���	
�� ��� ��������
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 ����	
	�� ������� �����

��� ������� 	�
������ � ��! ������ ����
������ ������� 
�
�
������� ����	 ����� ����
��� ��� ��������� 	�
������� �	���
y0(x) � �
�
���� ����������� �����  	����� y(x) !�
 ��
�����
���� ��
�
"� y0(x) = 0#� $��
� ����
���� y0(x) � ��
�	" �
���
	�
������ � ��!" ����#�
 �$��%
	�
 ��� �
����� ������%
	��&

y1(x) = f(x) + λ

b∫
a

K(x, s)y0(s) ds.

'	�����#	�" ���������� 	���
		�
 ������%
	�
 � ���$	�
������
	�
 �$��%
	�
" 	�(��� y2(x) � �� �� )�� ������ (k + 1)��� ������%
	��
����#�

yk+1(x) = f(x) + λ

b∫
a

K(x, s)yk(s) ds, k = 0, 1, . . . � �*!

+�� �������#	� ��� �	�#
	�� |λ| � ����	�#
		� ���
 K(x, s)" �
�
		�" ���

q = M |λ|(b− a) < 1, M = max
x,s

|K(x, s)| � � !

��
��,��		$� ���,
�� � �*! �(������ ���	�
�	� �� x" ���#
 ��� ���
��
�	���� εk = |yk(x) − y(x)| �

� 
��� 	
���
	����

εk � qkε0, k = 1, 2, . . . � �-.!

%&������ ����
����� ������
� ��� ���� ������� � �-.!� �
�
'��
���� �������� ��� ���	�
���� �� �������� ���
���������� ����
�������

/�	� �� �����	��� 
���� ����
�����
��	$( ������%
	�� ����
���

���" � 0����� ������������ ��
�
		$
 ���$� /	 ������� � ��" #��
��0��
 �
�
	�
 y(x) �������
��� � ��� �� ��
�
	� λ&

y(x) =
∞∑

k=0

λkgk(x). � �--!

+��������� 1�� �����%
	�
 � ��(��	�
 ����	
	�
 � ��! � ������	���� �$�
��%
	�� ��� ���	�0��$( ��
�
	�( λ" ����#�
 ��
�����
 �
0���
	�	$

����	��
	��&

g0(x) = f(x), gk(x) = λ

b∫
a

K(x, s)gk−1(s) ds, k = 1, 2, . . . � �-�!

+�� ����	�#
		$( K(x, s) � f(x) ��� � �--! �(������" 
��� �$���	�
���
������
 � � !�



� �� �����	 
����� ���

����� ��	
�� ����������� ������� ������� ����� �������������
���� �����
� ����
������
� 	�������� ����������� ������ ��������	
��
 ����
 	�������� ����
����� ���������� ����� ������� ����� ���
������������ � ���� �	��� ���� ��
�  ����  �����!

K(x, s) =
n∑

i=1

ψi(x)χi(s),

�� �� �����"  ��� ���������� ����� ����������� � ���� ������������
#	����" ����" ���������" ψi(x) � χi(s)� $���������� ���� ����� n ��%
�������� ��� ���"� � ����&�' ����
� ���� � ���� ��	 ��� 	������ ��%
�������������� ���� �����
� 	��������� � ��(���� ���	 ����
� ������%
�����	'&�
� 	�������� ����������� � �� ����� ����������
� ��(����
�������
� 	���������

)�� ��(���� ����
������� 	�������" �������	���� ����� 
���� 
�	

����� ���������" �� ������������� ������ *��������� +����� ��� � ���
������ ���� ������������ ��� ���������� ��(���� �������� ��������%
���	'&�� ������� #	����"� ,���������� ������� �����������	'&�
�
	�������� ���������� �	��� �� ����
���������� � ������� #	�������

$ ������ ����� �� �������� ������������� ������ ��" �� ������%
�	'��� ������������ ������ ��������	 ����	����	'&�� � ����������%
�	'&�� ���������� -.�/0 ��� -.�1�0 ����
����� ��� �������� �� 	������
��������������� �� ������ � 2����������� #	������� 3����� 2�� ������
������� ��� ���������� ������ ���������" � ��(���'�

�� �������	� 
���	� 4�� ������ ������'� ����� ����������
��
3�� �������� �� ������������� #���	�  �������
� ����
��������� ���
�� ������� ������������ ����
������ �����&�� � ����
������� 	�����%
���� 5�������� ������ ���	 ��� ������� (������ ��������������� �
����� � ���������� �����'������ ���� 2�� ������ ����� ������������
� � �	 ��� � ��� ��� �����(��  ���� 	����� 5�������� ������ ��
	�
����������� ��� ��(���� ��� ����"���� ��� � ������"��� ����
�������
	�������"�

6��������� ������"��� ����
������� 	�������� ����

b∫
a

K(x, s, y(s)) ds = f(x, y(x)), a � x � b. -.�170

6������ ������� [a, b] ��  ���� �� ���� xi = a + ih -i = 0, 1, . . . , n0�
+������ ����
��� � 	�������� -.�170 ��������" �������	���" #���	��"
� ����&�' ��� ���" ���� ��" #	����� ui � 	����!

n∑
i=1

ciK(xj , xi, ui) = f(xj , uj), j = 1, 2, . . . , n, -.�180

��� ci � �����	
	��� ������������ ������ �	�������� 	�����	���
���	��

���



��� ����� ����	
����� �
�������

�� ���	
��� �����	 ���������� ��������
����� 	��������� ���
��� �����	 ��� !"# ���	
��� $��
���� ���
��� %	��&�� � ���������
	$��� ���$�� [a, b]� '�� �����
������ ������� (�� ������ ��)��
�����*$���* ������������ ����� ���+�# �������� ���+ ,*-���
���� ��� .# / 0"�

1����� � ���+����� ���
���� ������� ui � $��
����� ������� %	���
&�� y(xi) ��� n → ∞ ��)� ��* ��������� ���* +�� ���������� ��+�
�������*���� 	��������� 1 ��2�� ��	
�� ���+����* 
��������� ���+�
�����+���* �	+���

��������� �������� �������*��� 	��������� 3������ ���
��� ���
��)���� ��� !" +�� �+����+���� 	�������� 4��+���*��5

uj = λ
n∑

i=1

ciK(xj , xi)ui,

��� n∑
i=1

ciK(xj , xi)ui =
1
λ
uj , j = 1, 2, . . . , n. ��� ."

6����� �������� 	�������� � ���� ��+� �������� $�+�
	 �� �����
������ $��
���� ����&� A# (�������� ������ ����-�� 
���� aji =
= ciK(xj , xi) ���� ��� !# / !"� ����&� A ���� n ���������� $��
����
�� 	
��� �������"# ������ ����-�� ������)������ � ����������
$��
����� �+����+���� 	�������� 4��+���*���

1 ��	
�� ���+����+���� 	�������� 4��+���*�� ����� �+����+��� ���
���� ��� ." ���	
�� ���+	-2	- �����	 �������� ��������
����� 	����
�����5

uj − λ
n∑

i=1

ciK(xj , xi)ui = f(xj), j = 1, 2, . . . , n. ��� �"

7� ������ 	�������� ��)� ��* ������ �+��� �$ ������������ �����
���+�� ���� ��� !"# �������� ���+�� 8�	���� 1 ��������� � �������
4��+���*�� ���� /  # �� �" ������� λ �� +��)�� ��* ����� �� �+���	
�$ ���������� $��
����� 9��� �� ����+�� � ��������* ���������
����������� $��
����# � ������ ��� �" �������� ����� ��	��������
���# � ���
��� ������� ui ��)� ���*�� ���
�*�� � ������� $��
��
��� y(xi)�

,� ������� ���
�� ���������� $��
���� �������*���� 	��������
���$�����# ��(��	 ������
���-�� �����+������� �����
����� ���+��
����� :�� ����� � �����+���� ����� ���
��� �� ��	2�-2���� ������
9��� ��� (�� ����-+���� ���+����* ���
��� $��
����# � � ��
����
�������� ������� �������-�� ��$	�*�� �����+���� ���
�� �� �	���
����� ;�� ������� 	�������� 1��*���� ������ �������� ���������

����� 	�������� ��� �" ���� ��	���*��� ��+# � ��� ����� �������
�����+�����*��� ����)+����� $��
���� ui ��� �������� � �������
��+�� ���+� 8�	���"�
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�� � ���� �������
 ��
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���� ��
	�&������� �
�������

� 	 �� 
 	 � ����� ������ �	���
��


y(x) − λ

1∫
0

e−(x+s)y(s) ds = x. '(�)�*

+�������� 	������	
���
 ���
 �
����, ����� ���� ����
��� ��"���
-��"&�� y(x) �� ��	
�"
 [0, 1]�

� 
� 
 � � 
 � !�� �	��
�
��� ��
	�&������� �	�&
��� '(�.* ��� �	��
 ���
����� 	
�
��� ������� ���
�	������� �	���
��� �	��
� � "��
���

���
���� �	� ���
��� y0(x)=0� /����

y1(x) = x+ λ

1∫
0

e−(x+s)y0(s) ds = x.

���������� �����
���
 �	� ���
��
 yk(s)=s 'k=1* � '(�.* � ���������
-�	���� ���
�	�	������ �� ������

1∫
0

u dv = uv
∣∣1
0
−

1∫
0

v du,

������
� ��
��$0

 �	� ���
��
 " 	
�
��$1

y2(x) = x+ λ

1∫
0

se−(x+s)ds = x− λse−(x+s)
∣∣1
0

+ λ

1∫
0

e−(x+s)ds =

= x− λe−(x+1) − λe−(x+s)
∣∣1
0

= x− 2λe−(x+1) + λe−x.

2��������� �������

y3(x) = x+ λ

1∫
0

e−(x+s)y2(s) ds = x+ λe−x(a1 + a2λ),

a1 = 1 − 2e−1, a2 =
1 − 2e−1 − e−2 + 2e−3

2
.

'(�).*

3 ������ �����
 ����� ����	���� �$ �
 �	� ���
��
 " 	
�
��$�	���
�
��� '(�)�*� 4��������� ����	�
����� ��
	�&������� �	�&
��� �&
�����

��� � ����0�$ ������� '(�(*, "���	�
 ��
� ��	����
��
 �� ��	��
�	 λ1



��� ����� ����	
����� �
�������

|λ| < 1
M(b− a)

. ������

	
� ������������� ������ �����

b− a = 1, M = max
x,s

|K(x, s)| = max
x,s

e−(x+s) = 1.

�
������
���� �� ������ ��
���� ��
���� |λ| < 1�
��
� �
� �� ���� �������� ������ ����
������ ����� �������!" ��#

���� �� ��$���% &��$'�% ��(�� ���������� � ���� �������  �� ��$������#
�!" ������ ���) ������ �)�� �
��! ��
�(����*

g0(x) = f(x) = x,

g1(x) =
1∫
0

K(x, s)g0(s) ds =
1∫
0

se−(x+s)ds = e−x − 2e−(x+1),

g2(x) =
1∫
0

K(x, s)g1(s) ds =
1∫
0

e−(x+s)
[
e−s − 2e−(s+1)

]
ds =

=
1
2
e−x − e−(x+1) − 1

2
e−(x+2) + e−(x+2),

� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

+�����
�� �!���
���!� ������� gi(x) � �!�(���� ������� �#
"���� ���,
�(���� �
� ��$���) &��$'�� y(x)� ��
� �����������
����� �
���� ��� ������� �� ����
���! �����%� � ��
�����!�
���� ���,
�(����� ������� +�� |λ| < 1 ��� ������ �"������ $ ��$�����
�� ���%�

� �� �����	
��� �������


�� ������	
��� ����
���� -���������!� �! � ������
��!�
�������� �����(
� �����,!� ������
!� ���!�����
��� &��$'�� $�#
���!" ������
�� � ������!�� � �����$� �������������� .��$� ���
�� ���� ��� ��$�����$�" ��� ���"������ ��
$������ � ��������#
��� �����(/��� ����,������!� ������
!� -�������� ��$����!� ���!
������
��� ���%/�" ���������������� ���� ���� $ �� ���% ��$����#
�$� �(�!" ������
��!" �������)� 0�� ������
! �������
�%� �$(�
� ���������
��!) ��������
+���� ���!�����
��� &��$'�� f(x) ������


b∫
a

f(x) dx ����1�



� �� �����	
��� �������
 ���

������	
��  �	��
���� 
���	 c �
�	��� [a, b]  �	����	����
�� 
� 	� ��
	�
���� �	����
	����� ����� 	�� ����� ����
�
��� ������
� ��	� !���
�������"

b∫
a

f(x) dx = lim
ε1→0

c−ε1∫
a

f(x) dx+ lim
ε2→0

b∫
c+ε2

f(x) dx. #���$%

&�	�� ε1� ε2 ' �	��
���	 ������
	����	 ������ ��
���	 �
�	��
�� � � �
�! �	������� �� � �
 �� ��� (��� ����	���  ����� ���
� #���$% � �	�
�
 !
� 
� �	����
	���� ��
	���� #���)% �*���
���

+�� �	,	��� ���� ���������* ����� �
�	��!
�� �	����
	���	 ���

	����� ���

b∫
a

dx

x− c
, c ∈ [a, b]. #����%

- ���
	
�
�� � #���$% ����� ������
�
b∫
a

dx

x− c
= lim

ε1→0

c−ε1∫
a

dx

x− c
+ lim

ε2→0

b∫
c+ε2

dx

x− c
= lim

ε1→0
ln

ε1
c− a

+ lim
ε2→0

ln
b− c

ε2
.

+������� ��� ��	�	�� ���� �	����	����
�� 
� ��
	���� #����% ��	�� ��
��	
�� ���*���������

.����� /
�
 ��
	���� ����� ������
� �  �� ��� �����	� �������

ε1 = ε2 = ε.

- /
�� �� ��	

b∫
a

dx

x− c
= lim

ε→0

(c−ε∫
a

dx

x− c
+

b∫
c+ε

dx

x− c

)
=

= lim
ε→0

(
ln

ε

c− a
+ ln

b− c

ε

)
= lim

ε→0
ln
b− c

c− a
= ln

b− c

c− a
.

0�
	����  
���� �����	 �����	
�� ��������	
 � �
��� �����	�	
�������� �	 �	�� ��� ���������
 ��������	
�

1��������� ����� 	�
� ��
	����� ���		 ���	�� ���

b∫
a

γ(x) dx
x− c

= lim
ε→0

(c−ε∫
a

γ(x) dx
x− c

+
b∫

c+ε

γ(x) dx
x− c

)
.

.�����	
��� �
�  
���� �����	 ��
	���� � �	�
 	
 ��� �!��� 2 ���
3�� γ(x)� ��
�� ! ����� ��	��
��
�  ��	

γ(x) =
ϕ(x)

(x− a)ν(b− x)μ
, ν < 1, μ < 1.



��� ����� ����	
����� �
�������

����� 	
���� ϕ(x) 
������������ ���������
 
������� ����������

�������� 	
����� ������� α �� ������ [a, b]� ������� ������� � ����
��� ��� ����� ��
� ����� x1� x2 ����� �������

|ϕ(x1) − ϕ(x2)| � A|x1 − x2|α,
0 < α � 1, A = const.

 ���� ��
��� �������� ��� ������� ϕ(x) ���������� ������ H(α)!
ϕ(x) ∈ H(α)"  ���������� 	
����� ����#�� �� ������� [a, b] ���������$
�
� %��������
�� %�������&�� �����
H(α) � ����� 0 < α � 1"

 ���� %����&���' ����������� ���&� ��������� ����

2π∫
0

γ(θ) ctg
θ − β

2
dθ, b ∈ [0, 2π], γ(θ) ∈ H(α). ()"�*+

,���� ��������� �������� ���������� � ���� 	�������" -�� �
#�$
���
�� � ������������� ��.� ������� �" �" ��� ����
������"

/�� ����
������ ����������� ��� � � ��
��� �%���������� �������$
���� �%��������� 	���
�� ������ %��������' x = x(t)� ������ %�������$
��� x=x′(t) ���&�� %�������&��� �����
H � ����������� ����� t0 ����'�
��� c=x(t0)"

0 � �� � �" /���&��� ��� %�� ����� �������� c ∈ [−1, 1] ����� �����
��&������ 1∫

−1

√
1 − x

1 + x

dx

c− x
= π.

/�� �������������� ������� � ����' ����� ������$����'�
� %�����$

����
 t =
√

(1 − x)/(1 + x)"  ���� ��
���� ��� ����� 
��������� 	
��$

�� x(t) = (1 − t2)/(1 + t2) ����� ����������
� %��������
� �� ���'
�������' %����' �� �������������� %�������&�� �����
H " 1����!

1∫
−1

√
1 − x

1 + x

dx

c− x
=

+∞∫
0

t2 dt

(1 + t2)[t2(1 + c) − (1 − c)]
=

=2 arctg t
∣∣∣+∞

0
+

√
1 − c

1 + c
ln

∣∣∣∣ t
√

1 + c−√
1 − c

t
√

1 + c+
√

1 − c

∣∣∣∣
+∞

0

= π.

2��������� ��%����� ��������� � %���������� ������� ����������
�������������� ��� ��������������� ������ ��
����" -����������� ���
������ �� ������ �%��������� ����
������� ��������� (���������� ���$
��������� ����������� ������ � ������' �� �����������+� ��&�� %�����$
��� %����
� 	���
�
 ��%� %����
��������� ��� ���������� ����
������
����������"

0
��� ���� ��������� ����
�����' �������� �� ������� [−1, 1] � ���$
�� c"  ������ �����������#�� �� .�� h ����� x1� x2� . . . � xn ������ ���



� �� �����	
��� �������
 ���

����� c 	
��� ����� ���
��� �
�	� ���������� � �
� ������� �� �����
�
�
������ ��� ���� ������
 ����� x1 � xn �
��� �� ���������� �
 �
�


������� �� ������ ���
���� ���	�

1∫
−1

γ(x) dx
x− c

=
n∑

k=1

γ(xk)h
xk − c

.

 ������! �
�	� ����"� ����
��
� ���
����� � ����
��
� ����
����
���	�������� ����" 
��! �
������ ���	�� lnn/nα# 
��� ϕ(x) ∈ H(α)�

$ �����
���%# ��� ������# ����
 ���
����" ��	� �"������! ����� �
���!��� �����
���
 ���
�# ������
��� �������
��"% �� ���
��
 [−1, 1]�
������� �"����&� 	�� �
�
����� ���
�'

xk = −1 + kh, h =
2

n+ 1
, k = 0, 2, . . . , n,

ck = xk +
h

2
, k = 0, 1, . . . , n,

� ��!��&��� (�������
1∫

−1

γ(x) dx
x− cm

=
n∑

k=1

γ(xk)h
xk − cm

, m = 0, 1, . . . , n.

)�� ���
����� � �	��� *��!�
��� +,��-. ����!��&� ��
	�&/�&
���	�������& (������� $��!�
� 	�� �
�
����� ���
�'

θk = k
(2π
n

)
, βk = θk +

π

n
, k = 0, 1, . . . , n− 1,

���	�
2π∫
0

γ(θ) ctg
θ − βm

2
dθ ≈

n−1∑
k=0

2π
n
γ(θk) ctg

θk − βm

2
,

m = 0, 1, . . . , n− 1.
0��� (������ γ(θ) ����	�
��� H(α) �� ���
��
 [0, 2π] � 
���	��
����#
�� �������! ���
����� � ����" 	�� �&���� m 
��! �
������ ���	��

lnn/nα� 0��� �
 n �
�
��� � γ(r)(θ) ∈ H(α)# �� ��� �������! ��	
� �
1
������� ���	�� lnn/nr+α�

)�� ���
����� �� ���
��
 � �����"% ������% ����� ����
 ������! ��1
��"
 ����������	
 �����	 ���� ������# 	�&/�
 %�����& �%�	�����!'

1∫
−1

γ(x) dx
x− cm

=
n∑

k=1

akϕ(xk)h
xk − cm

, m = 1, 2, . . . , n− 1,

γ(x) =
ϕ(x)√
1 − x2

, ϕ(r)(θ) ∈ H(α),

xk = cos
2k − 1

2n
π, k = 1, 2, . . . , n,



��� ����� ����	
����� �
�������

cm = cos
mπ

n
, m = 1, 2, . . . , n− 1,

ak =
π

n
, k = 1, 2, . . . , n.

����
γ(x) =

√
1 − x2ϕ(x),

��

xk = cos
k

n+ 1
π, k = 1, 2, . . . , n,

cm = cos
2m− 1
2(n+ 1)

π, m = 1, 2, . . . , n+ 1,

ak =
π

n+ 1
sin2 k

n+ 1
π, k = 1, 2, . . . , n.

����

γ(x) =
√

1 − x

1 + x
ϕ(x),

��

xk = cos
2k

2n+ 1
π, k = 1, 2, . . . , n,

cm = cos
2m− 1
2n+ 1

π, m = 1, 2, . . . , n,

ak =
4π

2n+ 1
sin2 k

2n+ 1
π, k = 1, 2, . . . , n.

�� �������	�
������ ������
��������
������
�������� 	
��
������ ��������� ���������� �����
����� �
������ ������
��
�

1
π

1∫
−1

γ(x) dx
x− c

+
1∫

−1

K(c, x)γ(x) dx = f(c), ������

1
2π

2π∫
0

γ(θ) ctg
θ − β

2
dθ +

2π∫
0

K(β, θ)γ(θ) dθ = f(β). ���� �

!���� "��#$�� K(β, θ)% f(β) ���
���&
� #�
��� H(α) ��������������
�
 ���'#
( [−1, 1] � [0, 2π]% ��)�� ��� ������)��#�� �� �*��� ����
������ � ������� 2π�

	�+���� �
������ ������ �� ������������ ,�� �
������ ��&�� �����
�� ���
 �+���-% �
'��
���( ��������� ����	
� κ �κ = 1, 0,−1�� .��
����� ���

γκ(x) = ωκ(x)ϕ(x),

ω1(x) =
1√

1 − x2
, ω0(x) =

√
1 − x

1 + x
, ω−1(x) =

√
1 − x2.



� �� �����	
��� �������
 ���

�����	
 ϕ(x) ��	�����	� ����� H � ������� [−1, 1]� �����
�	� ωκ(x) ������ ������� ���	
��� �����	
 ������ 	������ ��

�������� 	����� �����
 �����	
 ����� 	��� �	�

ω0(x) =
√

1 + x

1 − x
.

!��	 � ������		 "#��$% K(c, x) = 0& �� ��� �������
 ��	������
�����	��� !�� �����	
 ����
 �������'

γκ(x) = − 1
π
ωκ(x)

[ 1∫
−1

f(c)
ωκ(c)

dc

c− x
− νκC

]
,

��� ν1 = 1& ν0 = ν−1 = 0& C ( ���	���� �
 �����
��
�
)�	 κ = 1 ��	��������� �����	� �����
���
 ���	�� ��*��	
 	����

���
1∫

−1

γ1(x) dx = C.

)�	 κ = −1 �����	
 γ−1(x) 
��
���
 �����	�� +�����	��	*������
������	
 ��� �� ��	 �����		

1∫
−1

f(x) dx√
1 − x2

= 0.

, �	�� -���� ����������& *�� 	�+����� ������	� "#��$% 	���� ��	��
�������� �����	� 	����� 1 ��	 ������ ��*��		 	������ �� �����	
&
��	��������� �����	� 	����� 0 	 ��	��������� �����	� 	����� −1 ��	
�����		

1∫
−1

[
f(c) −

1∫
−1

K(c, x)γ(x) dx

]
dc√

1 − c2
= 0. "#��.%

��
 �����	
 ������	����+ �	����
���+ 	������ ��+ ������	'
��/������� ����� ���	������ ������������& ��������' � ��	������
��+ ���� ���������+ ������+� 0� ����	� ��*� � �����	� �	����
�	��'��+ ���1�	*���	+ ������	'� )�	����� -�	 �	����� ��
 ���*

����������� ���������	
 ��*���

��
 κ = 1 ����*���
 ������/
 �	���� �	��'��+ ���1�	*���	+
������	'2

1
π

n∑
k=1

γn(xk)h
xk − cm

+
n∑

k=1

K(cm, xk)γn(xk)h = f(cm),

m = 1, 2, . . . , n− 1,
n∑

k=1

γn(xk)h = C;



��� ����� ����	
����� �
�������

��� κ=0

1
π

n∑
k=1

γn(xk)h
xk − cm

+
n∑

k=1

K(cm, xk)γn(xk)h = f(cm),

m = 1, 2, . . . , n;

��� κ= −1

γ0n +
1
π

n∑
k=1

γn(xk)h
xk − cm

+
n∑

k=1

K(cm, xk)γn(xk)h = f(cm),

m = 0, 1, . . . , n.

� �	
����� 
�
���� γ0n ��������
� ������������	
�� ����������
������ γ0n → 0 ��� n → ∞ �	��� � �	���	 �	���� �	��� ���	�����
�
�
�	��� ����� � !���� 	"���	�� �������� γ0n � ��
���� ������
� ������#
�	�	� ��	 ��������	
���

$
�� �
�	���	���� ������	����	� ���"������ �	 
�
���� ������%
����"�����
��% �������� ������ ���&

��� κ=1

1
π

n∑
k=1

akϕn(xk)
xk − cm

+
n∑

k=1

akK(cm, xk)ϕn(xk) = f(cm),

m = 1, 2, . . . , n− 1,
n∑

k=1

akϕn(xk) = C,

ak =
π

n
, xk = cos

2k − 1
2n

π, cm = cos
mπ

n
;

��� κ=0

1
π

n∑
k=1

akϕn(xk)
xk − cm

+
n∑

k=1

akK(cm, xk)ϕn(xk) = f(cm),

m = 1, 2, . . . , n,

ak =
4π

2n+ 1
sin2 k

2n+ 1
π, xk = cos

2k
2n+ 1

π, cm = cos
2m− 1
2n+ 1

π;

��� κ=−1

γ0n +
1
π

n∑
k=1

akϕn(xk)
xk − cm

+
n∑

k=1

akK(cm, xk)ϕn(xk) = f(cm),

m = 1, 2, . . . , n+ 1,

ak =
π

n+ 1
sin2 k

n+ 1
π, xk = cos

k

n+ 1
π, cm = cos

2m− 1
2(n+ 1)

π.



���������	 ���

��� ��	�
��	�����
��� �	������ ������ � ��	�� �����	�� �	
�����

2π∫
0

f(β) dβ = 0

	����� ������  �	����!

γ(θ) = − 1
2π

2π∫
0

f(β) ctg
β − θ

2
dβ + C,

���

1
2π

2π∫
0

γ(θ) dθ = C.

"����� #������ ����	��� �$������ ����������� 	������ %�&���� ��'
��� �	����������( ��� �	������ � ��	�� �����	�� �	 #������� #��'
��� ����	��� ���� ����������� 	������ ��� ��������� 	�����
���������� �����)*�� ������ ���!�$� �����	����
� �	�����!+

γ0n +
1

2n+ 1

2n∑
k=0

γn(θk) ctg
θk − βm

2
+

+
2π

2n+ 1

2n∑
k=0

K(βm, θk)γn(θk) = f(βm),

m = 0, 1, . . . , 2n,

1
2n+ 1

2n∑
k=0

γn(θk) = C.

%	������$� �����$ ���!�$� �����	����
� �	�����! ������
��
	���$� �����������! ����� �$�� �����#����$ ��� �$������ #��'
���! γ(xk)( ϕ(xk)( γ(θk) � 	������$� ���
��( 
���	$� ���	�
��	�)�
#������ �
��$� ��
,! γ(x)( ϕ(x)( γ(θ)( ���$����$� ������	�$�
����	����$� �	������� ����-�( �������

���������	
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�� ������� � ��
�������� ���� ��	�
��� 
������ �
������� ����� ������� ���

����������� ! �
�"��#���$�
∗� %������ ����$��� �!������� ���
�&�����	� �
�&���� ���'� �
� � ��������

������� ������
�� (������) ��� *���&�� x(t) �� �
���
�) �
��������	� � �� + , �) �
������#��

������ H �
�� ������� ��	�
��� 
������ �
������� ���-.� ������� ����
��� ! ���"�����

���$ ��� ������ 
������
��	� 
��"����� ��
����� /�	�
��� 
������ ������ 
����$� ! ��	�"
�������! �
������$ �
� 0��� �� ��������
�����
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 ������������ �� ����� ���	���
��� ����� ������� ������� ��	����	� ���	���� ������� � �������
��
!��	���" �	
������
���# � ����$ � ��	����	�	����" �
�� ���	�	���
��	���� � ������
��
� �	��%���� 	����������� ����������������� &
���������" ��	����	�	���� �� ������
" ���	��
	" �� �������
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���� �	������ ��� �
	
���� ��	���
��� ��
��������# �
	
����" ����	��
���	����
� ��������
 ���
���� � �
�� ����
��� �	�	����

'�	����	�	���� ������� �� ����	� �	������ ��� (�
�
����� )���
��# (�
�
�� �����
�����
� ���� �
����	��� �
#�����" �
 �	
���$
��
��� �
#*
# �
������%��" ���� ����# �� ���	�����
���� �����	��%�#
����	��
	" ��
�������" �
���
��� ��� %������

+	������ ����" 	�������
���
 �	� ��� �	���" ���������� 	�����
�����" �� 
� �
#�����" �������
��
 ����
�����
� �� ���� 	�� !�,��

�������� �

�������� 	

���� ���� ��	�
��� �����������
���������
�����

-�

������

�
�

�������� � ��������	

���� ���� �������� ����
������

.������
��
 �	����� ���	������� ��
���
���� �������� �� 	��� !�/�
0��� 
������ ������
��" �������
��� �������� �" 
��� �
 ������
�� 1
�������� 	� �� 	��� 2�3" !�4 �!�5 �������� �������
��� �	
� ����� %�����

���� 
������

��������

���� ���� ���� � ������������

��������

�� 
������

���� ���� ���� � ���
��������

�
���� �����	��%�#6 %���� � �	
�������
�" %���� � ����������
� � %����
� ��	��
�	�� ��� ��
��������

& %���
 � �����	������ �	
������
���" ��� 
������ �	��
	�
���
����� �����# �������� %���� �������
��
� �
#������� 0��� 
������

�� ���������" %��� ���
	*�
����
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������� ��
	���� ��	����� �� ������
���� 
������� �� �
�	��	� ��	����� 
 ����� ���� �
�� ��� �	 !������
�� �����	�
� ����"� 1�

#�

����	��"	 ��	
$ !
����"	 � ������	
��	 ���
��!���� �	��������
�" ������� 
 �	�����"�� ��������� � 
���	�	��"% ��"��% �����������
����� �"
����� !������

&!'	
��!(� �)�����	��� � ��!��% ����������	
��% ���
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���������� 	

���������� ��	�
���

�� �������	�
 �	�
	�� Tn(x) ����
��	�
	 ����	 �������	���� �	�
�
	�� ������� ������

Tn(x) =
1
2
[
(x+

√
1 − x2)n + (x−

√
1 − x2)n

]
= cos (arccosx),

n = 0, 1, . . . ,

Tn+1(x) = 2xTn(x) − Tn−1(x), n = 1, 2, . . . ,

T0(x) = 1,
T1(x) = x,

T2(x) = 2x2 − 1,

T3(x) = 4x3 − 3x,

T4(x) = 8x4 − 8x2 + 1,

T5(x) = 16x5 − 20x3 + 5x,

T6(x) = 32x6 − 48x4 + 18x2 − 1,

T7(x) = 64x7 − 112x5 + 56x3 − 7x,

T8(x) = 128x8 − 256x6 + 160x4 − 32x2 + 1,

T9(x) = 256x9 − 576x7 + 432x5 − 120x3 + 9x,

T10(x) = 512x10 − 1280x8 + 1120x6 − 400x4 + 50x2 − 1,

T11(x) = 1024x11 − 2816x9 + 2816x7 − 1232x5 + 220x3 − 11x.

�� ��	������	��	 ��	�	�	 x �	�	� �������	�
 Tn(x)�

x0 = 1 = T0,

x1 = T1,

x2 =
1
2

(T0 + T2),

x3 =
1
4

(3T1 + T3),

x4 =
1
8

(3T0 + 4T2 + T4),

x5 =
1
16

(10T1 + 5T3 + T5),



������������		
 ���

x6 =
1
32

(10T0 + 15T2 + 6T4 + T6),

x7 =
1
64

(35T1 + 21T3 + 7T5 + T7),

x8 =
1

128
(35T0 + 56T2 + 28T4 + 8T6 + T8),

x9 =
1

256
(126T1 + 84T3 + 36T5 + 9T7 + T9),

x10 =
1

512
(126T0 + 210T2 + 120T4 + 45T6 + 10T8 + T10),

x11 =
1

1024
(462T1 + 330T3 + 165T5 + 55T7 + 11T9 + T11).

�� ���	
��� xn ����� ����� ���� �������

x0 = T1,

x2 =
1
2

(1 + T2),

x3 =
1
4

(3x+ T3),

x4 =
1
8

(8x2 − 1 + T4),

x5 =
1
16

(20x3 − 5x+ T5),

x6 =
1
32

(48x4 − 18x2 + 1 + T6),

x7 =
1
64

(112x5 − 56x3 + 7x+ T7),

x8 =
1

128
(256x6 − 160x4 + 32x2 − 1 + T8),

x9 =
1

256
(576x7 − 432x5 + 120x3 − 9x+ T9),

x10 =
1

512
(1280x8 − 1120x6 + 400x4 − 50x2 + 1 + T10),

x11 =
1

1024
(2816x9 − 2816x7 + 1232x5 − 220x3 + 11x+ T11).
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